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Это цифровая коиия книги, хранящейся для потомков на библиотечных полках, прежде чем ее отсканировали сотрудники 

компании Соо^1е в рамках ироекта, цель которого - сделать книги со всего мира доступными через Интернет. 

Прошло достаточно много времени для того, чтобы срок действия авторских ирав на эту книгу истек, и она иерешла в свободный 

доступ. Книга переходит в свободный доступ, если на нее не были поданы авторские ирава или срок действия авторских ирав 

истек. Переход книги в свободный доступ в разных странах осуществляется ио-разному. Книги, перешедшие в свободный доступ, 

это наш ключ к прошлому, к богатствам истории и культуры, а также к знаниям, которые часто трудно найти. 

В зтом файле сохранятся все пометки, примечания и другие записи, существующие в оригинальном издании, как ттаиомиттапис 

о том долгом пути, который книга прошла от издателя до библиотеки и в конечном итоге до Вас. 

Правила использовапия 

Компания Соо§1о гордится том, что сотрудничает с библиотеками, чтобы иоровссти книги, исрсшодн1ио в свободный доступ, в 
цифровой формат и сделать их широкодоступными. Книги, перешедшие в свободный доступ, принадлежат обществу, а мы лишь 
хранители этого достояния. Тем не менее, эти книги достаточно дорого стоят, поэтому, чтобы и в дальнейшем предоставлять 
этот ресурс, мы иредириняли некоторые действия, иредотвраш^1юпще коммерческое использование книг, в том числе установив 
технические ограничения на автоматические запросы. 
Мы такж:е иросим Вас о следующем. 

• Не исиользуйте файлы в коммерческих целях. 

Мы разработали программу Поиск книг Ооо§1е для всех иа'шзователей, иоэтому исиользуйте эти файлы только в личных, 
некоммерческих целях. 

• Но отправляйте автоматические запросы. 

Не отправляйте в систему Соо§1е автоматп^1еские запросы любого вида. Если Вы занимаетесь изучением систем матнинного 
перевода, оптического распознавания символов или других областей, где доступ к болыному количеству текста может 
оказаться полезным, свяжитесь с нами. Для этих целей мы рекомендуем использовать материалы, перешедшие в свободный 
доступ. 

• Не удаляйте атрибуты Соо§1е. 

В каждом файле есть "водяной знак" Соо§1е. Он иозволяет пользователям узнать об этом проекте и иомо1ает им найти 
дополнительные материалы ири помощи программы Поиск книг Сооё1с. Не удаляйте его. 

• Делайте это законно. 

Независимо от того, что Вы исиользуйте, не забудьте проверить :1ак01Н10Сть своих действий, за которые Вы несете полную 
ответственность. Не думайте, что если книга иерешла в свободный доступ в США, то ее на этом основании могут 
исиользовать читатели из других стран. Условия для перехода книги в свободный доступ в разных странах различны, 
иоэтому нет единых правил, иозволяюшдх определить, можно ли в определенном случае исиользовать определенную 
книгу. Не думайте, что если книга появилась в Поиске книг Соо§1е, то ее можно исиатьзовать как у10дно и 1де угодно. 
Наказание за нарушение авторских ирав может быть очень серьезным. 

О программе Поиск кпиг Сооё1е 

Миссия Соо§1е состоит в том, чтобы организовать мировую информацию и сделать ее всесторонне доступной и полезной. 
Пр01-рамма Поиск книг Соо§1е иомохает пользователям найти книги со всего мира, а авторам и издателям - новых читателей. 
Полиотекстовый поиск ио этой книге молено выполнить иа ст]>аиице [ЬЪЪр ; //Ьоокв . §оо§1е . сош/ 1 
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2 ГЛАВА [. — ТЕ0Р1Я ПКРЁСТАНОВЛВШЙ. 

И наливается подстановленгемъ, гд* г^ г^ . . . , ^и ;^оЛ • • • »^п ^уть числа 1, 
2, 3 ... п, въ изв'бстныхъ порядвахъ. Этотъ символъ можно представить 
въ такой Форм'Ь, въ которой нижшй рядъ элементовъ или знаменатель 
будетъ въ натуральномъ порядк'Ь х^х^х^, , , д^«,а верхнШ рядъ или чи- 
слитель будетъ БЪ порядк-й соотв-Ьтствующемъ индексамъ 1, 2, 3, ... п. 
Если этимь индексамъ соотвФтствуютъ индексы »Д »/, . . . г'„, въ числи- 
теле то символъ (1) приметь Форму: 






/7'>. Такъ нанрим'бръ: 



(2) 



Х^ Х^ Х^ Х^ "^в '^в \ __. ( *^« ^1 "^а ^% ^% ^4 
V X X X X X, х1 \ X, X .Г Х^ X, X 



(а) 



Мы всегда будемъ изображать подстановлен1я въ ФОрм'Ь, въ которой 
индексы знаменателя расположены въ натуральномъ порядк'Ь. Съ этимъ 
условхемъ знаменатель можетъ быть опущен ь и мы будемъ писать вм'Ьсто: 



/ X, X. X. X \ 



\ х^ х^ x^x^ 

просто 

к Х-, х^ х;\. 

Часто буквы опускаются, а пишутся одни индексы 

123 4]^"13'*1*^1- (5) 

Вообще подстановлен1я мы будемъ обозначать буквами >', У, а, т, . . . 
подъ которыми подразум'Ьваются символы подобные снмволамь (2), (4), 
(5). Подстановленге [1 2 3 4 ... п] мы будемъ называть единицей у такъ 
какъ оно элементовъ не перем'Ьщаетъ. 

Если Л^^ Л^^ А^у . , , Ап\ суть всЬ п\ перестановлешй изъ л эле- 
ментовъ, гд* А^^^1 2 3 ... п, то вс'Ь п\ подстановлешй можно написать 
въ Форм'Ь: 

или просто 

.Ч.=.1, Х=[Л.1, .Ъ-=[Л|, . . . , >.',! = [Л,!]. (7) 



ГЛАВА I. — ТВ0Р1Я ПВРВОТАНОВ^ШНIЙ. 



Пр. 1. Пусты 



/б 4 2 16 3 
*^~^ 1 2 3 4 5 6 У 



то: 



. 61 4 532 \ о,_( 35 1 624\ _/265 34 1 . 

*^~\123456/' '^"112 3 456/^ *^~"\123456/' 



_, 436 2 1 5>| _/ 12 3436 ,_._.,» 

*^~*12345бу' '^— \12345б' — ■^—*^- 

Такъ какъ число подстановлен1й изъ п элементовъ всегда конечное, 
то въ ряду степеней: 

5, 5% 5', 5*, . . . 5»^ , . . . (В) 

подстановлен1Я 8^ подстановлен1я должны повториться какъ въ предъиду- 
щемъ прим'бр'Ь. Пусть наприм'Ьръ 

(гд* ><С}1), или: 

откуда видимъ, что подстановлеше ^5>^, приложенное въ какому нибудь 
подстановлешю, не перем'Ьщаетъ элементовъ, а сл'Ьдовательно равно 
единиц'Ь 

5!^ = 1. 

Изъ этого равенства заключаемъ, что если р есть, какое нибудь, ц'Ьлое 
число, то: 

5^»^ = 1 . 
помножая об* части этого уравнен1я на /З*" будемъ им'Ьть 

Откуда видимъ, что рядь степеней подстановлен1я 5 есть пергодичесхгй^ 
состоящий изъ }1 подстановлен1й 

если только ц, ес1ь наименьшее число для котораго 8^=^!. 



о ГЛАВА I. — ТЕ0Р1Я ИВРКСТАНОЬЛВШЙ . 

Заи'Ьтимъ еще, что 

въ этомъ тождеств* легко убедиться, помножая об* его части на 5^8, 
что даетъ 1=1. 

§ 6. Если подстаиовлен1е .*? будеть р, - го порядка, то V - я степень 

и 

его т. е. .9^ будеть . - го порядка, если О есть оби;1Й наибольш1й дели- 
тель }1 и V* Въ самомъ Д'Ьл'Ь. для того чтобы: 

(.5>)х^1 или 8'^'=1 
необходимо^ чтобы >х д'Ьлилось на р1, или 2: на ^, но это будетъ им'Ьть 

и 

м'Ьсто, если х=^ , л это будетъ очевидно наименьшее число для х^ 

следовательно -,- будетъ порядокъ подстановлешя 5^. Если ц и V суть 

числа взаимно простыл, то = 1, следовательно ^8^^ будетъ }1-го поряд- 
ка какъ и данное подстановлеше 6". Въ этомъ случае, если положимъ: 

,Ь^^= Т 

то подстановлеше ^$ будет-ь одинъ изъ членовъ ряда степеней подста- 
новлешя Т. 

Въ самомъ деле, если возвысимъ предъидущее равенство въ степень 
х^ то будемъ иметь: 

8^'=Т' или 8'^~^'' = Т' 

у оаначаетъ какое нибудь целое число, следовательно 3"^^ = 1. Но 
ц и V суть взаимно-простыя числа, следовательно всегда можно найти 
для X V^ у такхя целыя числа, который удовлетворять уравневхе 
УЖ — р1у = 1, и мы будемъ иметь: 

8^Т' 

т. е. 5 есть степень подстановлен1я Т. 

§ 7. Подстаномленгя круювыя. Пусть: 

^1.^— — X, ДТ. *Р. • • • Хы • • • х% 



I "11 -I • '*• ••••*'»• 



будетъ переставлеше п элементовъ х^^ д;^ , . . • , ггп . Если элементъ х^ 



8 ГЛАВК I. — ТВ0Р1Я ПВРВ0ТАН0ВДВН1Й. 

Если же этими двумя круговыми аодстановлетями не всЬ еще п элемен- 
товъ подстановленхя /8^ исчерпаны, то мы беремъ элементъ не входящШ 
въ предъидущ1Я два вруговыя подстановлешя и съ нимъ поступаемъ точно 
также, пока не исчерпаемъ всЬ п элементовъ подставновлетя 5* Та- 
кимъ образомъ мы будемъ им'Ьть: 

о^=[х^х^ , . . XI) (x^^ x^^ , , • . x^^) {х^^ Хд^ .... Хд^), 
Пр. 1. Вовьмемъ подстановлеше: 

5=1 ^' ^' ^' ^' ^' ^' ^' ^' ^' 

Л^ /1^ Л^ 'ТГ* /1^ Л^ ^^ ^0* /•• 

I • « к С • ? * • 

поступая, какъ сказано выше, найдемъ: 

ИЛИ просто: 

5=|3 15629874| = (1552)(46 9)(7 8). 

Пр. 2. Пусть еще будетъ: 

^^(^, л:, л?, ж, а:, ж. 
\^, ^, ^, ^» «, ^.. 

это подстановлеше можно написать въ Форм-Ь: 

8 = {х^х^{х^х^(х^[х^ 

посл1Ьдн1Я два круговыя подстановлен1Я состоять изъ одного элеменга, 
т. е. элементы х^ и х^ подстановлешемъ 5 не перем'Ьщаются, поэтому 
оокстановлеше )$ можно написать, пропустивъ эллементы х^ и х^, 

/!• Л^ Л* Л* Л** Л* \ / Л* ЛЛ ЛЛ ('У* 

^ I ^» ^« ^1 ^4 ^1 % \ / ^4 ^1 % •^1 



€ ^й ^1 ^* ■ • / \ 1 • I »^ 



Сл1»довательно всякому подстановленш 5 можно дать Форму: 



о — С^ С^ С^ . • • 



гд4| С, (7, С, • . . суть круговыя подстановлен1я. 
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откуда: 

с,'" С;" С;" . . . = 6'"' = 1 . 

§ 11. Если подстановлеше .9 состоитъ изъ н'бсволькихъ круго- 
выхъ подстановлешй одного порядка, каждое изъ коихъ состоитъ изъ 
одинаковаго числа элелментовъ, то 5 называется правильнымь под- 
становлен1емъ. Его порядокъ равень общему порядку круговыхъ его 
подстановлен1й. 

Пр. Наприм'Ьръ: 

6'=(1 3 Ь){-2 б а) 

есть правилное подстановлен1е 3-го порядка. 

Пр^д.гоженге. Всякое правильное подстановлен1е есть степень н'Ёкое- 
го круговаго подстановлешя, коего степень равна числу круговъ въ дан- 
номъ правильномъ подстановлешй. 

Док(1зат€льство. Въ самомъ д'ЬлЬ, подстановлеи1е наприм'Ьръ 

будетъ 

Ь^ = Г 

если 

Г=(а^6^с.а,Ь^с,а,6,с,). 

§ 12. Если 5 будетъ подстановлеи1е р1-го порядка, а р1 = 1у, то 
*8^ будетъ л-го порядка. Въ самомъ д'Ьл1Ь, рядъ: 

^9\ Я^, .9^, ... 6^^^ = .^?»^-::=1 = (Я^^ 

начинаетъ повторяться посл'Ь Хго члена. Если за л возмемъ простое 
число д'блителя числа \1^ то возвышая 5 въ различный степени мы 

найдемъ такую степень V, при которой порядокъ подстановленхя /5^ 
будетъ простое число X. 

Пр. Если: 

>>-=(! 2 3 4 5 6), 

то, легко вид'Ьть, что 5* будетъ 3-го порядка. 

§ 13. Пусть ]1 будегь порядокъ подстановлешя N 

)1:=.р^^Г^ . . . 
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гд'Ь />, (/, Г, . .-. суть иростыя числа. Иодсгановлешя: 



'^ )^ '^ 

1 ■} 



очевидно будутъ порядкопъ р'' , 7' п ^*' 1 • • • '* суть члены ряда: 

Обратно. подстановлен1е Ч можетъ оычь составлено и ^ъ подстановлен1й 
.?., .V., .4.... 



Въ самомъ д'Ьл'Ь, 






суть числа взаимно п^юстын, слЬдовательно всегда можно найти так1н 
ц'Ёлыя числа г, у/, ^, . . . , когорыя удовлетвори югъ уравнен1е 

'•'■'■+'•'-.!/+ '',^ + ,...-1 



р'^ /]' Г ' 



откуда напдемъ: 



♦1 Ч " 

„ 1 V . ., 1 



1 ..> 



б'^Ч'^.Ч/. . . = й'^^ '^' ' ' = > 



4 1 



Подстановлен1я, которыхъ порядки суть простын числа или степени про- 
сты хъ, на'лываются пгр(юо6р(ииы\1п. 

^ 14. Преображишн'к' подпп(Ш(ниги1ч. Пусть V и Т будутъ два под- 
становлен1я, подсганоилелпе Т ^ 81\ составленное, изъ нихъ называется 
прсобра.итпниыли, 11о:и'тмно1{Л(мпн V подстано15лен1емъ 7'. 

Пред.ишгиУ', 11репбра;{овмнн()'' подста11п1]Л(мие Г^^^'Г состил^лено 
изъ того же числа гмсмеиговъ ка1м> и *Ь', изь одного числа круговыхъ 
подстановлеп'1Й сь одпиак-онымъ числолгь ::)л«'мептовъ иь наждпмъ, и по- 
лучается изъ >'. з:1М'1ицам 1{Ъ кру1ахъ элемептг.т П()дстан01:л(мГ1е\1ъ Т. 

Токп.итильстао. 11у(Г1ь ./", ./;. х-. . . . будугъ ;^лгменты вь оз.номъ 
изъ круговыхъ П()дсган(»В[ен1Й лъ V; ^'/, '/^ '/- • ■ . ^)лементы. которыми 
подстаноплен1(' Т залгЬщаетъ :)лечент1л /\ ./;, . . . 11од('тановлен]е Т"~^ 
зам'11щаеть :)ле.ментъ /:,^ на г,^ , подстаиоил(мпе >>' зачЬп1.аетъ х,^ эле- 
ментолгь г , наконе11,л> / замТицается х, :к1емепто>гь ./• , слТ.довательно 
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алементъ х^^ зам'Ётенъ элементомъ x^^ . Точно также элементы х<^ , 
л:<, ,... будутъ зам'Ёщены подстановлен1емъ Т~^ 8Т элементами x^^^ 
х^^ , . . . Следовательно круговое иодстановлен1е (д?»,а?|,д^<, . . .) зам-Ь- 
нится круговымъ подстановлешемъ {x^^^^^x^^ - . •)• Точно также изм'Ь- 
нятся и друпя круговыя подстановлен1Я въ >^. 

Пр. Пусть, наприм11ръ, будетъ: 

5=(1 3 57)(24)(б) , Г=:2 5 47 163. = (125)(347)(б) 

то: 

Г-^9Г=(1 32 4)(5 7)(6). 

§ 15. Подобныя подстановленгя. Два подстановлен1я называются по- 
добными^ когда он-Ь составлены изъ одинаковаго числа круговыхъ под- 
становлешй съ одинаковымъ числомъ элементовъ въ каждомъ. 

Пр, 1. Таковы два подстановлешя: 

5 = (1 3 5 7)(2 4)(б) , *Ь;=:(3 2 7 б)(5 1)(4). 

Изъ предъидущаго § сл'Ьдуетъ , что каждое подстановлен1е подобно 
каждому изъ своихъ препбразованныхъ, такъ наприм'Ьръ, подстанов- 
лен1е 5> подобно подстановлешю Т'~^8Т какое бы ни было подстано- 
Блеше Т. Обратно, если два подстановленгя 5 и ^^^ подобны, то всегда 
можно найти подстановленхе, которое преобразуеть 5 въ .5; , для этого 
надобно только элементы подстановлен1Я 6^ подписать подъ элементами 
5^ , соотв'Ьтственные элементы и даютъ искомое подстановлен1е Т, а 
такъ какъ въ кругахъ подстановлен1я .Ь^, каждый элементъ можно поста- 
вить на первое м-Ьсто, то такихъ подстановл«н1Й Т можно получить 
несколько. 

Пр. 2. Пусть будутъ даны два подобныя подстановлен1я 

,^=(1 357)(2 4)(б) , 5. = (327 б)(5 0(4) 
подстановлен1е У, которое преобразуетъ *•? въ 5, будетъ: 

Г—('^ 2 7 6 5 1 4\ , , >, 

и 357 2 46 /'^'^^^^^-^^^^^ ^2^'^^*) 

очивидно это подстановлен1е преобразуетъ >5 въ 5^ , т. е.: 

7-157 = 8.. 
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Если /8^ напишемъ вь Форм-В 

>^;= (27(;3)(1 о){4) 



ТО 

/ 



, 2 7 6 3 1 5 4 \ , , , . , , 

Легно видеть, что произведен1я б'ъ'^ и .'ь^^.Ь' сугь подобный подстановле- 
н1я. Въ самомъ д'ЬлГ., положимъ: 

помножая первое изъ этихъ подстановлен1Й на ."^-^ и результатъ .**)=5~^Р 
подставимъ во второе, то наМдемъ: 

откуда видимъ. чю подстаиовлен1я Р и ^ подобны. 
Пр. .V. Пусть будутъ даны два подстановлен1н 

Х=и(1 2 о 4) (5 в) , >Ь;=^(1 2 3)(4 5 6), 

ТО будем ь нмъты 

^N=^(1 ;:; ;, 4 2)1 1>) , >>Ь' :^ ( 13 2 4 б) (о) 

очевидно подооныя. 

Переходъ отъ ^^ къ ЧУ сог.ершаетсн 110дстаиовлен1е1Мъ: 

Т =^ I Г) о 4 2 .') — ( 2 6 3 ) . 

П[П1М1ьчан'(г. Т^Т '^ со1ь 110дстмно1:леи1е преобразованное изъ 
подстановлен1Н .V 11од('та11овлеи1омъ Т ' . 

§ 16. Переходъ отъ дапнаго 110Дстаиовлен1я ъъ д[»угому подобному, 
получается сл'Ьдуют.пл1ъ образом ь: 

Пусть подстановлеп1е л' сосгаилено изъ /уг^ кругсвыхъ подстановлен1Й 
порядка п^ . т. е. \\ъ каждыа кругъ входить п^ элементовъ, изъ т^ кру- 
говыхъ подстановлен1П и01)ядка н , изъ /п, порядка и и т. д. и нако- 
нецъ изъ т^ порядка п^ ; слЬлоиатгльио вст>хь нлементовь вь подста- 
новлен1и .4 будетъ 
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Подобное 110дстановлен1ю ъ* будет ь состоять изь такихъ же круговых ъ 
подстановден1Й, въ которыхъ п эллементы будутъ распредЬдены по кру- 
гамъ въ другомъ порядк*. Пусть это подстановлен1е будетъ ^8^ . Если 
подпишемъ подстановленхе .'? подъ 9^ , такъ чтобы круговыя подстанов- 
лешя одного порядка были одн* подъ другими, то иодстановлеше Т, 
удовлетворяющее уравнен1ю: 

получится дИлая знаменателемъ въ Т перестаповлен1е, полученное напи- 
савъ въ одииъ рядъ всЬ эллементы въ /§, а числителемъ, написавъ ря- 
домъ вс'Ь эллементы въ »*5^^. 

Пр. ^. Пусть например ь: 

N = {х^ X х^ х;1 (^, г^ г^ ^^ [х^ .г а;,) (^.^ г^ (и^ 1#,) 

^1= к -^а ^3 ^^ {^\ ^. ^4 ^.) С'^. ^. ".) ('^ •'^/) (^* '\) 
Подстановлен1е У будеть: 

\ ^. -^^ •^•, -^^ ^. ^ ^. ^, ^\ •^•. •^, ^. ^^ «. ". ' 

Но такъ какъ иодстановлеше 5, не изм'Ьняя его, можетъ быть написано 
въ различныхъ Формахъ, перем'Ьщая между собою круги одного порядка 
и ставя каждый изъ элементовь въ круг'Ь на первое м'Ьсто, то мы бу- 
демъ им-Ёть, очевидно, для а9^ 

^М' = (1. 2. 3...т^ (1.2.3... ♦»,).. . (1 . 2.З.. . Ша) п/^п;"' . . . пГ'' 

различныхъ Формъ, а сл'Ьдовательно столько же и подстановлен1й Т для 
перехода отъ .V къ 5^ . 

§ 17. Число подстановленш подобныхъ данному. Пусть а9^, д*?^, .*?,,. . . 
•^г будетъ число подстановлешй подобныхъ данному .'^. Каждое изъ 
нихъ можно написать въ М различныхъ ФОрмахъ какъ мы выше ви- 
д'Ьли, если зат'Ьмъ уничтожимъ скобки, то получимъ всЬ перем'Ьщен1Я 
п элементовъ, сл'Ьдовательно мы будемъ им-бть: 

г . Л/=^ 1 .2.3 . . . п--п\ 

откуда: 

п! 
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ИДИ 

Г=(а^6.с.)(а.Ь.О(а,6,с,)(а^6,0 

и легко вид'Ьть, что въ этомъ случа'Ь 

ЗТ = Г3={а^ Ь, с, а^ Ь^ с^ а, \ с^ а^ \ с^. 

Въ предъидущемъ прим'Ьр'Ё посл'Ьдшй кругъ въ ^{с^о^с^с^ зам'Ьстился 
первымъ кругомъ (а^ а^ а^ а^, въ которомъ элементы находятся въ оди- 
наковомъ порядв-Ь какъ и въ круг'Ь {о^с^с^с^^ но можетъ случиться, что 
элементы круга [с^с^с^с^ зам'Ьщаются элементами круга (а^ а^ а, а^ въ по- 
рядк'Ь («зЛ^л, л,)» сл-вдоватевно подстановлеше Т будетъ 

[ Ь Ь Ь Ь с с с с а а а а 

,Ш1 I I ^ 5 А I » 5 4 I • I • 

\ а а а а ЪЬЬЬсссс 

или выраженное въ кругахъ 

Т = (а^ \ с, а, \ с,) («^ Ь, с, «^ 6, с ^ . 
Въ этомъ случа'Ь 

8Т =Т8= (а Ь^ с а Ъ с а Ь с а Ъ с ) . 

41 <3 13* 541* II/ 

Можетъ наконецъ случиться, что Т д-Ьлаетъ въ кругахъ а9 перем'Ьщеше 
не только круговъ, но и элементовъ въ нихъ содержащихся. Такъ на- 
прим'Ьръ 

\ «. «. », »* Ь. Ь. ^ \ ^г ^. ^. ^4 

или выраженное въ кругахъ 

Т = («. Ь. с.) (а. 6, с,) (а. Ь. с^ (а. Ь. с^. 
Въ этомъ елуча1» 

8Т=Т8= (а. Ь, с. а^ Ь. с:, а, Ь, с, а, Ь. с,) . 

Операщи произведенныя на взятомъ прим^^р'Ь уясняютъ достаточно 
пр1емъ для получен1я всбхъ перем'Ьстительныхъ подстановлешй съ дан- 
нымъ подстановлен1емъ ^8>. 

Если подстановлен1е 5 будетъ изъ круговыхъ подстановлетй раз- 
личныхъ порядковъ, какъ наприм'Ьръ 

5 -= (аА...а.) (*.6....Ь.) (е.е....с.) ^йй,) (в.е.е.) (//.^) {к,Щ) (ЩО (♦»,'».«».'«.). 
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Ж пусть Т={х^а^)^ с^^Ьдовательно элементы x^^^^ перем'Ьщешя Т при- 
надлежать рааличнымъ кругамъ. 

Подстановлеше С{С)1' будетъ сл'Ьдующее: 

сл'Ьдователъно въ произведенш 8Т однимъ вругомъ меньше. 

Пусть теперь элементы х^жг^ перем'Ьи;ен1я Т принадлежать одно- 
му вругу: 

С^»\> = {^^ ^г ^^*, . • . л;< -ег^ -ег^ . . . я^) 

подетаиовлен1я д!^^. 

11одстановлен1е Сх^Т буеть: 

(X X • • • X 2 ^ я ш . * ^а\ 
х^х^. . . Х{ г^г^, . , г^) ^ * " ^^ * • •'^ 

сл'Ьдовательно въ подстановлен1и ^5^ однимъ вругомъ больше. 

Мы брали произведете 5Т, но произведен1е Т8 подобно предьиду- 
щему, сл']Ьдовательно и въ немь будетъ тоже число круговъ. 

Щ, 1. Пусть 5=(1 2 3 4)(5 6 7) , Г = (3, 6), то мы будемъ им-бть: 



^_, ,2641375. . . 

'^^=12345 6 7 =(12 67^3 4) 



^^ /2371645\ . . 

^^=(^1234567;=(^237564). 



Пр. 2. Пусть ,9= (1 2 3 4 5 в 7) , Г= (2 5), то: 



5 3 4 2 6 7 1 \ 



'^^'= 1234567 ^=(1567)(234) 



^^ ,2645371. , ., . 

^^= 1234567 =(1267)(345) 



Чтобы это предложенхе было всегда в-Ьрио необходимо им-Ьть вь виду 
нруговыя подстановлен1я изъ одного элемента [х^ , [я^ . . . 
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Др. Подстановден1е: 

(1 2 3)(4 5 б) 

можетъ быть совершено только четнымъ числомъ перем'Ёщенгй. 

§ 24. Изъ предъидущаго предложен1я сл'Ьдует'ь, что всЬ п! подста- 
новлешй, который могутъ быть составлены изъ п элементовъ, д-ёлятся 
на два рода: одн'Ь ияъ нихъ составлены изъ четнаго числа перем'Ьще- 
нШ, а друг1яизъ изъ нечетнаго. Пусть: 

будутъ подстановлетя аерваго рода, а 

Т Т Т 

втораго. Очевидно, что эти два ряда преобразуются одинъ въ другой, 
будучи помножены на переыЬщенхе (^м^>)) сл'Ьдовательно каждый изъ 
нихъ составляетъ половину всьхъ п! лодстановлен1й. 

Сл^ьдстеге 1. Круговое подстановлеше будетъ принадлежать къ пер- 
вому, или второму роду, смотря по тому будетъ- ли его порядовъ число 
нечетное или четное. 

Слгьдсшвге 2. Четная степень какого нибудь подстановлен1я всегда 
принаАлежитъ первому роду. 

Сл}ьдспше 3, Произведен1е и'Ьсколькихъ подстановлешй будетъ при- 
надлежать въ первому или второму роду, смотря по тому будетъ ли чи- 
сло множителей, принадлежащихъ второму роду, четное или нечетное. 

§ 24. Всякое перем'6щен1е {х^Хй^ есть произведете трехъ посл'Ьдо- 
вательныхь перем'Ьщешй {х^х^ ^ (^1^в) и {х^х^) ^ т. е. 

(«а ^р) = («. ^^ К ^р) (^. ^а) 

ИЛИ вообще 

(^а ^р) = (^-г ^а) (^-г ^?) (^т ^а) • 

Произведете дкухъ перем-Ьщенхй [х^Хо) и {х^хЛ есть круговое перем-Ь- 
щете трехъ эллементовъ: 



(^а ^р) (^? ^т) = (^« ^Т ^?) 
{Х-^ Х^) {Х^ Х^) = {Х^ Х'^ х,^) 
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3) Степени какого нибудь подстановденхя составдяютъ всегда группу. 

4) ПодстановленЕЯ, полученныя перемножая сколько угодцо разъ и 
въ какомъ угодно порядков подстановлен1я А^ В^ (7, . . . , составляютъ 
группу, которая называется произво&ною подстановленШ А^ ^5, Г',... и 
обозначается символомъ {А^ В, С, ... } 

§ 2в. Порядкомь группы подстановлен1й называется число членовъ 
въ групп'Ь, а ея степенью число элеиентовъ, входящихъ въ подстанов- 
лен1я. Такъ наприм'Ьръ порядокъ симметрической группы будетъ 1.2.3...п« 

а ея степень п. Порядокъ перемежающейся г|1уппы будетъ -^ , а сте- 

пень п. 

Порядокъ группы, состоящхй изъ степеней подстановлен1я р-то по- 

4 

рядка, будетъ р^ а ея степень будетъ равна числу элементовъ иъ под- 
становлен1И. 

§ 27. Составимъ группы изъ двухъ, трехъ и четырехъ элемен- 
товъ. Для краткости подстановлетя будемъ писать безъ скобокь, подра- 
зум'Ьвая при этомъ знаменатель 12 3 4. Такъ наприм'Ьръ, подстанов- 
леше I 3 2 1 4 I мы будемъ просто писать 3 2 14. 

1. Изъ двухъ элементовъ можно составить только одну группу: 

1 2 

2 1 {А) 
или ^ ' 

1 , (1 2). 

2. Изъ трехъ элементовъ можно составить слФдую1Ц1я группы. 

12 3 12 3 12 3 

2 13, 3 2 1, 1 3 2 ... (а,, а,, а,)-, 

1 2 3 

2 3 1 

3 12 [В) 

И наконецъ группу шестаго порядка 

12 3 13 2 

2 3 1 3 2 1 

3 12,213.. (О) 

Три группы «р а^, а, 2-го порядка суть: 

1 , (12)-, 1 , (1 З) ; 1 , (23). 
Группа (В) есть перемежаюы^аяся 3-го порядка 

1 , (1 2 З) , (13 2) 
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и^ш 

Ь (12 3), (13 2), (2 3), (1 З) • {I 2) , . . ^ 9, 

1, (12 4), (14 2), (2 4), (14), (1 2) , • . . й'. 
1, (13 4), (14 3), (3 4), (14), (1 З) , . . . ^, 
1, (2 3 4), (2 4 3), (3 4), (2 4), ('2 З) , • • . Л- 

Черточки отд'Ьдяютъ въ группахъ {д^^ - - д^ круговыя подстановлен1я отъ 
перем-Ьщешй: {^ (^ (^ /^ . 

Одна группа 4-го порядка 

12 3 4 

2 14 3 

3 4 12 

4 3 2 1 [Е) 

ижж 

1, (1 2) (3 4), (1 3)(2 4), (1 4)(2 3) , . • . [Е). . 

Три группы 4-го порядка 

1234 1234 1234 

2143 4321 3412 

1243 1324 1432 

2 13 4, 4231, 3 2 1 4 , ... (Г, Г', Г") 



иди 



1, (1 2)(34), (34) , (1 2), ... 2^ 
1, (1 4)(23), (23) , (14),,.: Е' 
1, (13)(24), (24), (13),... Г' 



Три группы 4-го порядка 



1234 1234 1234 

2341 3142 4312 

3412 4321 2143 

4123, 2413, 3421,... (6?', 0\ С?'") 



ижи 



1 , (1 2 3 4) , (1 З) (2 4) , (1 4 3 2) , .... 6^ 
, I 1 , (1 3 4 2) , (1 4) (2 З) , (1 2 4 З) , . . . . в" 

1 , (1 4 2 З) , (1 2) (З 4) , (1 3 2 4) , .... 6^" 
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ЭТИ три группы суть степени к|)уговыхъ подстановденхй (1 2 3 4) , 
(1 3 4 2) , (1 4 2 3). 

Три группы 8-го порядка: 

12 3 4 12 3 4 12 Н 4 

2 3 4 1 3 1 4 2 4 :'. 1 2 

3 4 12 4 3 2 1 2 14 3 
4123 2413 34 2 1 

14 3 2 13 2 4 12 4 3 

4 3 2 1 2 14 3 3 4 12 

3 2 14 4 2 3 1 2 13 4 

2 14 3. 3412. 4321 (/Л //', Я"), 

ИДИ 

1 , (1 2 3 4), (] З) (2 4), (14 3 2), (2 4), (1 4) (2 З), (1 3), (1 2) (з 4), . . . (Я) 

Ь (1 3 4 2), (1 4) (2 З), (12 4 з), (2 з), (1 2) (з 4), (I 4), (1 з) (2 4), . . • (Я') 

1 , (1 4 2 3], (1 2) (З 4), (1 3 2 4), (з 4], (1 З) (2 4), (1 2), (1 4) ^2 з}, . • . (Я") 
Перемежаюп^аяся группа 12-г(» порядка: 

12 3 4 2 3 14 3 12 4 

2 14 3 14 2 3 4 2 13 

3412 4132 134 2 

4 3 2 1. 3 2 4 1. 2 4 3 1 (-^ ) 

ИЛИ 

1 . (1 2) (З 4), (1 З) (2 4), (; 4) ( 2 Зу ; (1 2 :з), (2 4 з), (1 4 2Ь !,! 3 д), (1 3 2), 

(1 4 З), (2 3 4ь (12 4) (-/) 

Группа, каждое подстанов.тен!** кото|>ол, составлено изъ четнаго числа 
пер€М»ыценгй. 

Наконецъ симметричсска;! группа 24-го порядка, въ которой вклю- 
чены всЬ предъидупие группы: 
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ИЛИ 

1 , (1 2) (З 4), (1 З) (2 4), (1 4) (2 з); (1 2 з), (2 4 з), (1 4 2), (1 3 4), (1 3 2), 
(1 4 З), (2 3 4), (1 2 4), (2 з), (12 4 З), (13 4 2), (1 4) (2 З), (1 З), (14 3 2), 

(2 4), (12 3 4), (I 2), (З 4), (] 4 2 З), (^ 3 2 4) {^^) 

Это и ВС* группы подстановлеигй который можно составить изъ четы- 
рехъ элементовъ. Разыскан1е такихъ группъ составляетъ предметъ 
теор1и подстановлен1й, которая служитъ основан1емъ теор1и адгебраичес- 
каго р']&шен1я уравнен1Й. Мы сейчасъ увидимъ гЬсную связь, которая 
существуетъ между группами подстановле1ий и числомъ значенШ рацхо- 
нальныхъ Функщй. 

§ 28. Связь между функцгями и группами. Пусть ср (^^ а;^, • . • х^ 
будетъ ращональная Функщя п элементовъ х^^ г^, . . . , гСя. Пусть 

^.= 1^ «г ^.' *о • • • *"• (1) 

будутъп! подстановлешй, составленныхъ изъ т'Ьхъ же элементовъ. Озиа- 
чимъ символомъ (ре, результатъ подстановлен1я 8^ надъ ср и приложимъ 
къ Функц1и (р(д^р о?,, . . . а;„) вс* п! подстановлешй (1), то подучимъ 
рядъ Фунщй: 

Ьо Ь,^ Ьг^ • • • ^«"^ (2) 

гдф (р«4= (р. Этотъ рядъ можно означить просто чрезъ: 

^15 ?., Ъ^ . . . , ^п\ (3) 

Не ВСЁ значен1я Функц1й этого ряда различны, н'Ькоторыя изъ нихъ 
могутъ подучить снова первоначальное значеше '4^ {х^^ л;,, . . • , х^. На 
тФ изъ подстановлен1Й ряда (2), который не изм'Ьняютъ Функщи (р мы 
обратимъ теперь наше внимаше. Если ср есть симметрическая Функц1н, 
то подстановлен1я не изм'Ьняющ1Я Функщю ср состоять изъ симметричес- 
кой группы, такъ какъ симметрическая Функщя не изм'Ьняется при все- 
возможныхъ перем'Ьщен1яхъ элементовъ. Если (р Функщя двузначная 
(§ 116 Ан.). то она не изм'Ьняется отъ подстановлешй составленныхъ изъ 
четнаго числа перем'Ьщенгй, т. е. отъ подстановлен1й перемежающейся 
группы и только отъ этихъ. 

Пр, Возьмемъ Функц1ю четырехъ элементовъ 

*(^'|5 ^'^ л;,, ху^х^ ^г^Г^г «4- (4) 
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Эта Функи1я не изменяется подстаиовлелпями группы (Н") 8-го по- 
рядка (§ 27) 

(5) 

*\^ к -^'О . •^•= С^'. -'О (^\ -^0 . -^^ ( -^ <^ . \"^ (•^•. ^*) к ^0 

для оста,1ьныхъ 16-тп подстаиовлен1й пзъ 24 Фуньчця '^ переходить 
или въ : 

X X Л- X X или въ X хА- X г , (6) 

МЫ уже въ § 229 Ап. познакомились съ этой трехзначной Функц1ей четы- 
рехъ элементовъ, легко видМь что Функц!» (в) не изменяются оть под- 
становдеи1й группъ [Н] и (Я') (§ 27). 

Пусть 

•^',=^ 1 , .ч\, .у^, X., >\, . . . , л\» [1) 

будутъ подстаповлен1я изъ рида (1) числомъ ш, неизлгйняюиия Фуикц1Ю 
^ (-^р а?^, . . . ^ х,г). Легко видЬть что рядъ (7) составляетъ ьруппу. Въ 
самомъ д'ЁЛ'Ь, по услов1ю мы им'Ёемъ 

следовательно им'Ёемъ также и 

откуда видимь, что прои:^ведеи1е .ч<.ч\. находится также въ ряду (7). 

Что так1я г{>упг1ы подстан(И{.1ен]й существуютъ показываютъ выше 
приведенные примЬры. Группа п-ой степени можетъ быть ^^-["^^ п -\-2 
и т. д. 

Наприм'Ьръ, группа (/>) 

>•= 1 . ^• — (1 1>)^Г, 4) 

четве[)ТОЙ стецени и нгораго порядка. По та же г[)уппа можетъ быть и 
шестой степени, если она разсматрпвается какъ группа изъ шести эле- 
ментовъ х^^ ./^, ./^, ./; , а'^, х^. Ло вь этомъ случае подстаповлен1е .9^ за- 
мещается подстаповлен1емь 

^--(1 2) (о 4) (:.)(«). 
11одстановлен1Я иеинм'^пгаимплн Фупкщн» '{-(-^т /^п) назыьаются под- 
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становдешями принадлежащими этой Фунвц1и или пр'^сто группою Функ- 

Группа (5) принадлеяг^ЩАн Функщи 

'^^-*. .г; + х; х^ 

4-й степени и 8-го порядка. Разсматривая ее вакъ составленную изъ 5-ти 
элементовъ х-^, х^, х^^ х^, х^ она будегъ 5-й степени и того же 8-го по- 
рядка, такъ какъ каждый членъ группы (5) надобно умножить на под- 
становлен1е х^. 

Бсди ту же группу (5) разсматривать, какъ составленную изъ 6-ти 
элементовъ, то въ ней надобно прибавить восемь членовъ: 

^=(^.^.). ^.0= (^. •^.) (^. ^.) ^ ^м= (^, ^О (^. ^в) ' ^«= (^. -^.Ж ^О ^. ^.) 

^«= (^. ^, ^. ^.) к ^о . ^и= (^. ^; ^ . ^,) (^. ^.) ) ^«= (^. '^.) (^. ^^ (^. ^^ 

она будетъ 6-й степени и 16-го порядка. Легко вид'Ьть, что когда Функ- 
щя (р разсматривается какъ составленная изъ п элементовъ п>4, то по- 
рядокъ группы будетъ 8(п — 4)! и группа получится, умножая восемь 
подстановлен1Й (5) на вс* (п ~ 4) ! подстаповленхй изъ п — 4 элементовъ 

§ 29. Изъ сказаннаго выше видимъ, что для каждой Функц1И одно- 
значной или многозначной существуетъ группа подстановлешй, который 
будучи приложены къ Функцш не изм'Ьняюгь ея значешя. 

Покажемъ теперь обратно, что каждая данная группа подстанов- 
дешй им'Ьетъ свои Функц1и, которыя не изм'ёниются отъ подстановлен1й 
данной группы. 

Для этого возьмемъ линейную Функхцю п элементовъ 

гд'Ь коэФФИц,1энты а^, а^, а,, . . • , а» суть величины совершенно произ- 
води>ныя. Легко вид'Ьть, что при этомъ услов1и Функщя '^^ при всевоз- 
можныхъ перем'Ьщен1яхъ элементовъ х^ г^, . . . , л;„, получить п! раз- 
зичныхъ значешй. 

Пусть данная группа порядка г будетъ 
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Построить Функщю Ф) принадлежащую групп11 (?, повазаннымъ 
способомъ весьма трудно и трудность состоять просто въ перемножеши 
большаго числа членовъ Формы (9). 

Вотъ другой способъ, въ которомъ для построен1я Функцш при- 
надлежащей групп'Ь О нам'Ьщается сложен1е произведен1емъ. Для это- 
го возьмемъ такую Функщю 

гд'Ь показатели а, а, . . . , суть количества совершенно проиавольныя. 
Изъ произвольности показателей и независимости элементовъ х^^ х^^ , , . 
Хп легко вид'Ьть что Функц1Я ф им'Ьетъ п ! различныхъ значен1Й, ибо не 
В03Л10ЖН0 чтобы 

т. е. чтобы 

х^' х^. . . . Xп'^^^=x}^ Х^^. . . . X,}» 

гд* ^^ , ^^, . . . . , ^„ суть т'Ьже а^, а^ , . . . . , а„ только въ другомъ 
порядк'Ь. 

Приложимъ теперь всЬ подсгановлен]Я группы О къ Функц1и ф, то 
получммъ рядъ значен1Й 

Ф».= 1'.^ Ф».^ Ф',. • • • ' ф5'- 

всЬ эти зцачев1я, какъ показано выше различны, если изъ нихъ соста- 

ВИМЪ ФуНКЦ1Ю 

то эта Функц1я, очевидно, и будетъ принадлежать групп* 6^, что легко 
показать какъ было показано для Функщи Ф. 

Пр. Построить Функ1ию принадлежащую групп* Н" 

1Г= [1 , (х, х;) , [х^ .г^ , [х^ х^ (д., х-;} , (х^ :/;,) {х^ .г^ , {х^ ^^ {х^ х.) , 

(^;^.)(^.^*). С'^.^О!^.^,)!- (11) 

Положимь 

* = ^.+ •^'.* -- •^.- ^*» , ']> = •^.° -^^ •^'," < 
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ТО ДЛЯ Функц1и Ф будемъ ит1>ть 

Ф = {^\-\- х^, — Х-- х/) {х^-\- х^г — х — х^г) {х-\- х^г — х — х^) 

[х-У з;,г -- д;— х,/) (л:,+ х^г х — хг) {х^-\- .г,» — х— /;,«) 

{x^-\~x^■ - X — х-,/) (:с.+ x,^ — х~ х^1) 

(■'■.+ •','-•'^4 — ^.*)]' 

=11 к- •^•.)Ч- К- •^•.)'1 1 (^- - ^'\У+ (^. - ■*•.)') Г 

а, для Функц1И 'Ь найдем'1> 



'Ь = X, х; х;-{- а-, х\ х;ч- х, < а;,Ч ^^ а^; •<+ ^-\ ■' ,' <+ .^^ •'•; •'■.' 

4-- х^ х; а:;+ X, ;/•' х; 

- к+ <) < <+ 1'-.+ ■'■.) < ^;+ (■'•■.+ ■'■;) •■*•.' •''•;+ (^•.-^- •^.) •< •■^; 

Оба метода не даютъ реуультатолъ проще, но оть Формъ Функц1й Ф и 
4 можно перейти прямо ьъ Ф(>1)мам'ь для Ф 

Ф = { {.г.- .,;,) '+ М- - .г.) ' 1 { I,- - х;) '-| {..- .г,)' | 

И для 'I» къ двумъ Фуншцямь 

изъ коихъ последнюю мы уже |)аусл1атр11вали. 

Изъ Формы «1'умкц1и 'I 1И1дпмъ, что м'Ьп;1л показатели мы оудемъ 
получать раплпчн1.1е ч-упкцпи как I» 11ап1)11м1'.ръ 

4 11 * I I < ' $ 4 

Бъ безконечпомъ чпель. когорыя псь принадлежа! !> групп г. (т и вооопм* 
видимъ, что одной групп'1> п|)пиадлежмть оепчнсленпие множестио Функ- 
ций; но падооно заметить что :)Т1Пгь спосооомъ нельзя пилучпгь ве1. 
♦ункцш принадлежапии г[)уппг. /У". Такъ напрпмт.[)ъ, Функц1н 
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принадлежитъ групп* Е § 27 

Е={1. {х^х^[х^х^, [х^х^[х^х^, К^0(^.^,)] 

но предъидущимъ способомъ не можетъ быть получена. 

§ 30. Въ предъидущемъ § мы положили элементы а;^ х^^ . • • , ^п 
не зависимыми между собою и въ этомъ предположен1и нашли, что Функ- 
щя ^ им'Ьемъ п ! различныхъ аначешй, полагая а,, а^, . . . , Оп яео- 
пред'Ьленными. Но то.ке будетъ им'Ьть м*сто, если элементы л^, л:^, . . . , ж» 
будетъ им'Ёть между собою н']&которую связь, исключай равенства между 
двумя и бол'Ье элементами. 

Возьмемъ Функщю (8) 

и составимъ ироиавеАен1е 

„ ■ я!(п!— 1) .„ 

иаъ разностей, числомъ — ^:т-^ — '- зиачен1и 

<?•> <{*»и Ь,^ • • • 5 <?»'■ 
функщя ^. Прои8веден1е это можно написать въ Форм'Ь 

въ воторомъ, очевидно ни одинъ изъ множителей не можетъ быть ра- 
венъ нулю, ибо это можетъ случиться только въ томъ слука'Ь, когда 
аодстановлен1я з, и з, равны или элементы х^^ х^^ . , . ^ х^ не всё раз- 
личны между собою. Но такъ какъ эти два предположешя по услов1Ю 
не им'Ьютъ М']&ста, то всЬ п ! значен1й Фунвщи ср различны. 

§ 31. Классификацгя фунюлЦл. Выше вид'Ьли что каждая ц'Ьлая ра- 
ц1оиальиая Функпдн п элементовъ принадлежитъ н'Ькоторой групп'Ь под- 
становлен1Й, и каждой групп'Ь принадлежитъ безчисленное множество 
функхцй, жоторыя им']&ютъ н'Ьвоторую связь между собою, эта связь вы- 
ражается т1Ьмъ, что каждая изъ Функц1й, принадлежащихъ одной и той же 
групп'Ь подстановлешй, выражается ращонально въ Функщи одной изъ 
нихъ. 
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Откуда также слЬдуетъ, что группа содержащая переммцетя: 

(х, х^) , {х^ х:,) , (ж, .о;^ . . . . , {х^ х„) 

есть симметрическая группа э.1емептоБъ 

Х ^ ^ •/■'^ « •«,., * • • • ^ X „т 

§ 33. Въ Алгебраическ<)Л1'ь лиа.1и;гг» въ ${ 155 мы нашли такую дву- 
значную Функшю элел1ептовъ .г , л:^. . . . л „, которан не пзмЬияетсн отъ 
четнаго числа перем-ЬщенШ элементои'ь. Но тамъ же показали, что каж- 
дое подстановлен1е можегь иыть ссшерпимю рядодгь 11ерех1'Ьп^ен1п и при 
томъ всегда четнымъ или иечетиымъ чпслолгь. ']'акъ какъ двузначная 
фунвц1Я не изм'11няется оть подсгановлепИ! съ четнымъ чпсломъ иерем*- 
щетй, то так1Я подстаповлеп1я, (И1е1;пд110, согтавляют'ь группу, которую 
мы на:зывали перемежающеюся. 

СхЬдоватвльно каждое изъ цодстано1иен1й, составляющих'!» переме- 
жающуюся группу, состоич^ь изъ четнаго числа иерем1ицен1Й. Опред1^лимъ 
ея порядокъ? Пусть 

будуть всЬ подстаиовлен!» этой группы, а 

ч' ч' ч' ч/ Г*>' 

иодстановлеп1я не принадлежащ1я груп1гЬ (1), следовательно состоящая 
изъ нечетпаго числа перем'Ьщенхй. Возьмемь какое ниоудь перем1^щеп1е, 
наприм'Ьръ ^=:^{х^х^ и составимь два ряда подстаповлеп1й 

л'^ 3 , •*** ^ • >?^ 3 , . . . , .*<г 3 (3) 

л*/^. .^3, х/з, .... л-/'з (4) 

изъ коихъ рядъ (4) будет ь состоять изъ 1и»дстановлен1й съ четнымь 
числомъ перем'Ьщен1Й, а рядъ (3) съ печетпымь. Сл-Ьдопательно каждое 
И8ъ подстановленгй ряда (4) прннадлежить ряду (1),а каждое изъ ряда (3) 
принадлежитъ ряду (2). Вст. подстановлен1я ряда (3) не |твиы между 
собою. Въ самов1ъ д^л-Ь, еслпбы иаприм*1)Ъ 



то 



,4 3 =-.4.3 



.■,-,:^.'?|133-' 
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$ 36. Предложенье V. ВсЬ аолсгановлен1я перемрьепиш^льныя съ дан- 
нимъ .подстановден1еиъ т ивъ п элеиентовъ составднютъ группу. 
Догмзшпельство . Пу сть . 

будутъ подста110вдсн1я переи'Ьстительныя съ т, сд'ЬАоватвльно будемъ 

перемножая найдемъ 

Т. е. и произведен1е какого нибудь числа подстановден1Й (9) будетъ пе- 
рси'Ьстительное съ т. Но число подстановлен1Й 11ереи'1Ьстительныхъ съ т 
(§ 6 ) есть 

М=^ (1 . 2. . . /л^ (1 . 2 . . . т^ . . • (1 . 2 • . • т,^ м «• п^"^. . . п^ "*» 
сл1^доватедьно порядокъ группы есть М ^ гд'Ь 

Если пг=1т^п^^ то порядокъ группы будетъ 

1.2.3.,. 1»,я^"*«. 

77р. Изъ шести элементовъ, полагая п = в = 3. 2 = 2.3, можно 
построить группу порядка 12 . 3 . 1'=48 и группу порядка 1.2. 3*= 18. 

§ 37. Предложеиге VI. Если между двумя группами подстановлен'1Й 

(/ = [1, .4,, Л-, , . . . , 8г\ 

(10) 

я=[1, е,, е,, . . . , ^,1 

существуетъ зависимость 



как^я бы ни были числа а и Р, и если группы кром'Ь единицы другаго 
общаго подстаиовлен]я не им'Ьц!ЭТЪ, то всЬ подстаиовлен1я 

«а ^? или Ц $^ 
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гд'Ь а:::^ 1, ^, . . . /•; "^ .:^ 1 , 2, . . . /.*, составлиюг ь группу порядка г/:, 
къ которой, очевидно, содержатся п группы (г и //. 

Доказательсшво. \Ъъ у слом! я импелгь 

4 1 I I < 

гд'Вдовательпо прт1зводеп1С подсга1101;лен1й |руп[гь (10) спетавляп ь груп- 
пу коей порндокъ не вмше г1с. 

^^(^1^ так1я полстапоилеп1я ра:мпчпы между с(м'ю1о. И'|. самомь Д'Ьл1^, 
пусть 

умножая ел'Ьва на л*,~^ п спра^^а на /, ~' будемъ им'Г»ть 



х. 



1 ^^. 






т. е. одно п;зъ подстаповлеп1п группы <1 равно одному пиъ подстанов- 
лен1й группы //, но по услов11о лти группы имЬютъ обпи1>1'ь подстановде- 
Н1емъ только единицу. Откуда слт>дуетъ. что порядокъ искомой группы 
гк. Составленную, такииъ образомъ. группу инь группь (И и /А озна- 
чаюгь 

Группы (г и // на;1ыванггся ^(гргм1ыш^^тел>нымн. 

а.иьдстои: 1. Если два перемЬстительнып подстаповлен1Н л' и т по- 
рядкоп'ь •! и V не пмьють общей степени к|юмт. единицы, то перемно- 
жая «1 степгнеп пе[п;аго на V егепеней второго носгроимь г]>уину »1> 
порядка. 

Пр. Пусгь 

^^;1 -1 ;;;( I ь у\), т-г^(] 4)(:2 :^) [:) «о 

степени -^ будут'Ь 

1 . ;1 1^ /; ; 1^4 Г) (Г- . 1 :; ^ ) ( 1 и ;> ; 

степени т 

1 . ' 1 Г, ^ 2 ^ V :; <; ] 
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САп>дапМе 2. Если 8, т, «;,... будутъ подстановден1я перем'Ьсти- 
тельныя порядковъ ;х, V, р, . . . , то перемножая ихъ степеяи можно со- 
ставить группу ;х';р . . . порядка, если при этомъ уравнен1е 

5*т>|;* =1 

может'ь им'Ьть м'Ьсто только ари 

§ 38. Предложенге VII. Дано подстаиовлеп1е т составленное изъ п эле- 
ментовъ, всЬ р'Ьшен1я, удовлетворяющ1я уравнен1е 

.ч-»т^? = т< (1) 

гд'Ь г есть ц'Ьлое число взаимно простое съ порядкомъ даннаго подста- 
новлен1Я т, состоять изъ подстановлен1Й перем'Ы^тительныхъ съ т. 

Доказатсгьство. Зам'Ьтимъ сначала, что предъидущее уравнен1е мо- 
жетъ ии'Ьть м'Ьсто только тогда, когда число г будетъ взаимно простое 
съ порядкомъ ]к подстановлен1я т. Въ самомъ д'Ьл1Ь, подстановлешя х 
и *~Ч^ подобны, сл'Ьдовательно одного порядка; а т и т* будутъ од- 
ного порядка только въ томъ случа'Ь, когда г есть число взаимно-простое 
съ порядкомъ т (§ 6). 

Такъ какъ подстановлешя т и т^ подобны, то подстановленхе 4 
преобразующее т въ т^, получится, подписывая перестановлен1е т подъ 
т'. Полученное такимъ образомъ подотановлен1е О р'Ьшаетъ уравнеше. 
Легко найти загЬмъ и всФ друг1Я р'Ьшешя сл«Ьдующимъ образомъ. Пусть 
.4 будетъ какое нибудь другое р'Ьшете, то очевидно 

откуда, помножая сл'Ьва на О, а справа на О ^ найдемъ 

полагая а^-^ = и, будемъ им'Ьть 

.?=?#0 , а 9^^* ==5 «~* 
откуда 

и^Ни = т. 

Изъ этого уравиен1я видимъ, что и есть подстановленхе перем'6- 
стительное съ т изъ чего заключаёмъ, соображаясь съ уравнешемъ 
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.'<=мО, что всь р'Вшен!)! уравнен'ш (1) получатся, помножая одно изъ 
нихъ О на вс-Ь перем'Ьстнтельны)! подстановлен1н сь т, а следовательно 
ихъ число будетъ ЗТ (§ 16). 

Пр. Пусть 

т -=1 (а- а (I аЛ(Ь Ь Ь Ь] (с с с с] 
г':^^ (а а а а){Ь Ь Л Ь)(с г с с] 

сЛдовательно одно изъ р-вшен!!! уравнен!» .1) будет^г. 

Одно изъ перем'Ьстительн ыхь подсгановлснхй сь т есп. 

и = (а, /;. г, «^ Ь, с,) («^ Ь^ с^ и^ \ с^) 

следовательно другое 1>'1»шен1е оудетъ 

.4 гг= // О = (а Ь с а Ь, г.) { а I» с){а Ь с). 

Также точно получнмъ и Д[»уг1я рип1ен1н. 
ВсЬхъ р'Ьи1ен1й будетъ 

§ ^^9. Предложен!*' У^Ш. 1>сЛ1 [»11П1ен1н у[кии4ен1а 

въ которомъ г не есть данное число, а иолучаегь ^шачен1я всЪхь чиселъ 
взаимно простыхъ сь но[)идк(»мъ «х подстаиоилеи1Я т, составлмюч^ь 
группу. 

Число р'Ьшен1й предьидуп^аго уравнения очевидно будеа^ь М'^ |^1) ^ рд* 
'^ {]1) есть число, пока.илвающге сколько есть чисел ь меиьп1ихь огъ |х 
и взаимно простыхъ сь иимь (^ 8П Лнал., 

Доказательство. Пусть нодста1ии;леи'|н . удовлетворяющей иредъ 
идущее ураипси1е, будут ь. 

I . >', . ■^•^ , . . . , .V, (2) 

нти подстановлен1Я составляють группу. Чтобы въ .^юмь уб-Ьдиться, на- 
добно только показать» что ихь П[)0илнедеи1я па.ходятся въ гомъ же ряду. 
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Возьиемъ два лодстановден1я л*, и 6*,^ то 

откуда 

тг? = .чт' и т.<,= ,<?,т^ (4) 

умножай иосл'Ьднее уравнение справа на .<;^ иа11}емъ 

м воэвышая первое изъ уравненхй (3) въ степень ^ найдемъ 

.ч^-Ч5^..^~Ч.ч^ . . . • 8^-4.4 = А* -4^>^=т*^ (6) 



или 



откуда 



соображаясь съ (5) найдемъ 



Т^^^^ = ^ ^*^ 



'*\'Ч='^Л^'^ 



Т.9^А' = .^,^^,Т*^ 



помножая сл'бва сначааа на ^,~^ а потомъ на в^~'^ будемъ ии'Ьть 

или соображаясь съ ' (§ 5) 

изъ этого видимъ, что произведете ^^^^^ есть также р'бшенве уравнешя 
(1), а сл'Ьдовательно находится въ ряду (2). 

Др. 1. Пусть данное подстановлен1е т будетъ 

т = (1 2 3 4 5) 
то 

^ Т"=(1а5 24), т'=(14 2 5а)» Т*=(1543 2), 'Г*=1. (7) 

Р'Ьшен1я уравнен1й 

,у~Ч.^ = т , .?~1тл1^т", ^* 4.^ = 1*5 ^?-Ч*'-^т* (8) 

будутъ 

= 1, & = (2364)(1), = (2453){1), в.=^(2 б) (з 4) (1 ). 
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Изь этихь р1я11ен1Й, иаЛдсмь иск р1>111е1|]и кажлпго или предъидущихъ 
уравнегий, помножай каждое изь ипхъ па скчимш 110лстановлен1й т, что 
ластъ сл'Вдуютую группу п;гь 2()-тп подстапог.ленЫ. 

1 , 1 :^ 3 4 о ., ' 1 :] 5 12 4 . 1 I :> о :; ; , 1 о 4 М 2 ) , 

'^Ч ^'\ ^ч /ч /' 

( 2 о 5 4 ) , ' 1 :; 2 .'»; . ; I 5 3 4 ; , 1 2 4 о ; . (14 5 2), 
(2453], : 1 I :; 5 ; , ; 1 2 5 4 " . Д 5 2 3 ) • (1342), 

(2 :>) (З |) , '1 5; '2 4' . ^1 ]) 12 :;) - (1 :;) (4 ъ) • (1 2^^ (з 5). 

И воооще н;гь и ;м(*1меп101;|. можно согтанпгь группу порядка /*(>^ — 1;. 
Т1р. //. Пус'п. 

найти вс/Ь по;ДС1ан01{л<ч1:я. удог,.1ети<>ртопОи урН11нсн1яч]> 

Нъ этомъ см\ чпТ. дли 1И'рв;п (» ур;и^нен1;| '> ^^- 1 . а дли ]ло|)а1и 0^-^ (*2Н) (»^5 ; 
П€рех«»дъ 01 ь т !:'!> т. (.'л идовм'гельнп г]>упма оудегъ двГ>надцатаго 
порядка 

1 1 2 3 4 5 (1) . 1 2 3) '2 4 (3 - 1 \) 2 Г>) 3 н) , 1 Л з) ''2 в 4, . ( 1 6 о ^ 3 2) 

[•2 ♦;) 3 5;- 1 <3)'^3 •1)(2 5). Д Г.) 2 4^.. -1 4'\2 з)'5 в). '] з)(4 «;)• '1 2)(з б)(4 о,;. 

§ 40. 11р^"К1п.>}(С1пг [X, Да 111,1 1/ .).;(*М('НТ01'.ъ. нусгь и иудсч ь число 
равное пли меньше /?, пусть и\>'^ оудегь числ»» ь-ратное числа >?^ , содер- 
жаи1ееси нъ ;/. 11ус]Ь (мце //^ оудетъ чпсл(^ |»;и.н«ч^ пли мсчилпе у/^^, а т^и^ 
число кратннс числа н^. содержи П1есс;| г/ь /// . Гичш» гаь'же нусгь г? иудеть 
число равное 1:лп \1с11[,!11с ///^. л )){ л число 1:рагнос числа }(,. содержа- 
щееся въ ))> и т. д. с1> гллорл иными таь'нмь о6[.а;^омь числами можно 
все1М.а Н01*т[1(>игь. иуъ />/ /' н|м)п;5Вольно ];ыоранпых'|1 .^.]емеито1:']> и.'.ь ,!аи- 

НЫХЧ1 >/. групп) 1,ОСЙ П0рИ,101;Ь 0\ЛГ1 ь 

// '" // " . ?/ "■ . . . . 

/1^ти.ипп^'.11,сгнво. 1^ыое}>емь ир<^и.;ио.1ьно ильдаитлхь // .мгмен гои'ь 
т^и и расп];сдг»лим'ь их ь на т^ снстг'лгь по п^ элементов ь 1гь ь'аждои и 
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содержащееся въ п, а р^ наивысшая степень числа р^ Д'^^лящая произ- 
ведете 1.2.3...я = п! Исегда можно изъ г элементовъ, произвольно 
выбранныхъ ПЗЪ п данныхъ, составить группу р^ порядка. 

Это сл'Ьдств1е вытекаетъ изъ предъидущаго предложения, полагал 
что м р есть наибольшее кратное числа р^ содержащееся въ п, т^р наи- 
Гюльшое кратное числа р^ содержащееся въ т^ и т. д. Въ этомъ пред- 
положен! и 

Д = '>'. + '^Г, + *п, + • . • 

есть наивысшая степень числа р^ делящая безъ остатка произведение п! 

Слп>дспш(' .V. Изъ образован1я групшл р\^ порядка видимъ, что эта 
группа содержитъ группы по|»ндкосъ: 

77/), /. И\ч.ть будет'ь дпн<> П1есть элемептовъ 



*^ '-* А "| к\ 



ра:$обьемъ на дн-Ь системы 

1 2 о , 4 5 <; 

изъ нихь состанимь кругог.ыи иодетановлен^н 

изъ двухъ п'*[>выхъ систсмъ гостаьимъ одну 

1 2 о 4 о »з (2) 

и изъ ней составимъ подстано|}леи1е. перемещающее кругообразно си- 
стемы (1] 

V, =:^ 11 .1^,:] 2 :.^о 6). (2) 

I ^ ^ ■^ / N 

11одстановлен1я (1 дають группы 

1 ( 1 :^ Я ) . V 1 а 2 ) 



а подстановлен^е 2) даоть группу 



46 ГЛАВА III. — РАЗЬИЖАШК ГРУППЪ НУЬ V ИЛК.ЧВНТОВ'Ь. 

§ 41. Пусть будутъ даны дна иодстаиовлепхя ^<, и ^го , если тре- 
буется построить группу иаименьшг го порядка, содержащую подстанов- 
лен1Я 8^ и .N4 , тс1 необходимо не только перемножить нхъ степени, но и 
составить вс'Ь подстаиокле111Я Формы 

1 , ^Ч'- , .^•?'' , 5а'' 8'^''- , 8'у' Л'а'' , 8^' 8'у^ 8^'^ , 8'у' бд' .4'^^ .... 

который должны быть различны между собою и продолжать такую опе- 
рац1Ю пока не начнуть понторяться подстано1{лси1и и группа будетъ по- 
строена. 

Если бы данный подстаиоклен1п имЬли спойство выраженное урав- 
11ен1емъ 

•***^ 81 — 51 5^ 

I г 

то группа будетъ исчерпана подстановлен1нми Формы ^у .Ч'^:^ . Въ самомъ 
Д-Ьл'Ь, 

5'|^ 6', = 8} 8'^ 8а = 51 5^ 8'^' — 5а 5Г:^ 
5') 5а = 8'^ 5 ) 5а = 5^ 8а 5^Г •' = 5а 5^^^:^ 



^1 •'1 ^^Ь^ • 



5^" 5*а = N4 5^'":^ 5а = 5% 8')Г'1'' 



5?'" 5 'а = 5% 5;1'":^'- 5а = 5'а 5'»'' 






* • 



Нсл1Ьдств1е чего каждое произведен]е изъ трехъ множителей приводится 

КЪ одной ИЗЪ ДВуХЪ ФО[)МЪ 

5а? 5^' 5а' = 5а?+' 5^-^^:^* , 5^? 8^^ 8у =^ 5а 5^'-*-? ' !** 

такимъ образомъ предложение доказано. 
Пр, Если 

.\ ~ (1 2 ;) 4 5) , Л-, — (2 3 5 4) 

то 

^5. = (1 2 4 :-0 = ^Ч- 

Сл'Ьдовательно наименьш1й порядокъ группы, составленной изь ,^^ н ^<?^, 
будетъ не выше 5.4 = 20. Чтобы уб'Ьдиться что группа еодержи1'ъ не 



ГЛАВА 1Г. — РАаЛИЧПЫа :и1АЧК111Я МНОГОЗНАЧПЫХЪ ФУНКЦ1Й 47 

меньше 20 подстановлен1й ио.южимъ, что 

'л * 

7 1 ' О 



то 



7 " ''I Л 

I % 



но степени иодстаноилен1й .V и х «сь различны, исключая нулевой т. е 
когда а=у , р = о. Сл11довательн(> искомая группа состоигь и:гь 20 под 
становлен1Й. Эта группа уже найдена г.ъ {^ •Ш, х\\\. 1. 
Точно также подстаноьлен!.'! 



.4 



( 1 2 ::; 4 5 () 7 ) . .>-, — ( 1' 4 :; 7 Г) е> ) 



лають группу 42 порядка, залИ^чаи что 



л* .4 _ л' .V 
.'I 4 1 



Чтобы по даинымъ подстапоклен]имъ ^ и .V нийти предъиду(цун) л^вя 

СИМОСТЬ, ПОЛОЖИМ!. 



откуда 



НО первая часть даегь 






.4* ^ N .V л' ~ ^ ::::^ л* '^ ^ I 

I III I 



^ 1 :> 2 в :; 7 4"/ — Л''"' 

Ч у I 

которая есть четвертая сгспень подстпповлеп!)! л- , слГ.дов:1Т1Мьно |1г^-5, 



V Л Л Г> Л 1\\ 
Алгебраическая зависимость знаненж многозначныхъ фуниц!й. 

^ 42. Въ прсд]>идуп1.еП г.твТ. мы покааалп. что каждой Фупкц1и :^де- 
мсптосъ ^^, ^■^. . . ,./, П]тпа1.1(»ж1ггь группл подсчаповленп"! п об]»агно, 
каждой группь подетапоилен]!! 11ртт,1л<'|Кпть ое;^1ислстм)с мпожисгво 
Функ1ий гЬхъ же ;^ле-мс1Г101гь. 

Какая завпспмост!. суп1.е( 1Т5ус1ч. .между Функциями припадлежап1ими 
4^дной групп'Ь мы пока?кс\гь ниже, а гспе1)ь покажемъ :^ависимосль, ко- 
то{>ая суп^ествуег'ь между :п1.ччсп1ями мпого.ягачпоп Фупкпди. 
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общими подстановлен'шми групп ь Сг^ и 6г^. Эти подстановлен!.! принадле- 
жать Фуньчци 'Ь и составляютъ группу П. 

Сл1ьдств1е. Поридокъ группы //, которая состоитъ изъ всвхъ или 
изъ части иодстановлен1й принадлежащихъ группамъ Ст^ и Ст^, есть д-Ь- 
дптель порядковъ 1\ и 1\ группъ Гг п Ст. 

§ 46. Г[)уппа 

^= 1 1 -^ ^ •^', 1 • • • ' 'Ь-, , (;, (5) 

принадлежитъ Фупкцп! ъ ^ , посмогримь какай группа припадлежптъ 
функцш ъ^^ которая пропсходитъ изъ Функц1и ъ^ д'Ьйств1емъ подстанов- 
лен1Я а? Если мы им11емъ 1ъ=''^,, то ооратно 3"^;:*=:', сл-Вдопательно 
если мы приложимъ къ Фупкщп ъ^ посл-Ьдовательно подстановлеп1Я з,""^, 
5д , 3^, то это д1зйств1е или подстановлен1е з^^^л-дЗ не измвнитъ Фуик- 
ши ъ^, Составимъ рядъ 

л покажемъ что всп его под<:таповлен1я не измьняютъ Функщи •^^. Пусть 
1 будетъ подстановлен1е не изменяющее Функцп! •^^, то подстановлен'1е 
тз~^ измЪняетъ ъ въ -!> . следовательно мы им'и(»мъ 






изъ этого видим ь, чт<^ подстано1;лен1е з^тз/~^ не изз1'Вняеть Фу^ищ'ш ^^ , 
сд'Вдовательно оно припадлежптъ группе Гг^ , положимъ, чго 



откуда 






Т^ 3-^^,3, 



т. е. иодстановлен1е т принадлежитъ рлду (6,. 

Легко также впдЪть, что вот. члены [)яда (в) [>азличны между собою 
и въ самомъ Д'ВлЬ, если бы З1ы пзгг.ли 



Л'Ч^,= ^ГЧз, 



то мы бы им-Вли ч,=:ч^^. Изь :)ти\ъ трехъ овойствъ ряда (Г)] впдпо 
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ЧТО ЭТИ подстановден1я образуютъ группу принадлежащую Функц1и с^^. 
Означимъ эту группу чрезъ 6?^. 

Что подстановлешя (6) образуютъ группу, можно показать еще сл*- 
дующимъ образомъ: перемножимъ два как1я нибудь пзъ подстановлешй 
ряда (6) 

но 5д и За образуютъ группу, сл^^довательно образуютъ группу и под- 
становлешя (6). 

Тоже можно показать и относительно всЬхъ другихъ значешй : 
%^^ - * - ') ^р функцш '^ , откуда вытекаетъ сл-Ьдующее предложенхе. 

Предложенье ГШ. Пусть '|^, ъ^^ . . . . '^^ будутъ р значен1Й Функщи 
(р, кототорымъ принадлежатъ группы 6г^ , 6г, , . . . , бгр ; пусть а^, о^у 
а, 5 . . . , ар будутъ подстановленхя, которыя даютъ 



то 



Цг^Ь^ а;^ = '^,, аз'^ = '^^,, . . . , 5^4^ = ?р, 

^,= [1 . ^Г\^г . ^ТЧ^. , . . . , ^ГЧа,] (7) 



б^р=[1^ ^^^-^?' ^?"^*>^?' • • • ' ^^^'•^р!- 

§ 47. Функши ср^ п 'х^, отличаются между собою только порядкомъ 
элементовъ входящихъ въ ихъ составъ,въ силу этого, так1я Функцш на- 
зываются подобными или одинаковаю типа. Изь Формы группъ (7), со- 
ображаясь съ § 15 , видимъ что ихъ подстановлен1я подобны , по 
этому так1я группы называются подобными или одинаковаю типа. Под- 
становлешя группы Ог получаются изъ подстановлешй группы Сг^^ д-ёля 
въ круговыхъ ея подстановлешяхъ подстановлеше Ог (§ 15). 

Пр. Возьмемъ наприм'бръ Функщю четырехъ элементовъ 

4» 
которая ии'Ьетъ три значешя, а следовательно ея группа будетъ - * = 8 

о 
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Обратное этому предложен1Ю есть следующее: 

Предложенье X. Если порядокъ г группы Сг д-Ьдится на р", гд* р 
есть простое число, то группа О будетъ содержать группу р"-го по- 
рядка. 

Доказате,%ьство, Пусть '^ будетъ Функщя принадлежащая групп* 6?^ 
а ф Функдая принадлежащая групп* Н^ которая составлена ияъ т*хъ же 
п элементовъ . какъ и в и коей порядокъ есть р^ наивысшая степень 
простаго числа на которую делится п ! (ел. § 40). Следовательно число 

значешй Функщй '{» и ф будетъ *, - ^ = р. Пусть эти значешя будутъ 

Т* . ^а ^ • • • ^ ?Ь • • • ^ '>?^' ; Ф, , Ф, , • • • . Фи . • . . , Фр 

а группы имъ прпнадлежащ1я пусть будутъ 

^^^) ^%ч • • • ? ^Ъ ' * ' Ч ^**: ^ "1^ ^гЧ • • ' •) -'^и» • • • 9 "р* 

г * 

Вс* группы От также какъ и группы П суть преобразован1я одной 
какой нибудь изъ нихъ (х^ или Я^^; вс* группы О порядка г, а группы 
Я порядка ^)*. Разыщемъ между группами ТГ ту, которая им-Ьетъ наиболь* 
шее число общихъ подстановлен1Й съ группою О^. Пусть эта группа бу- 
детъ Н^. Назовемъ чрезъ К^ группу, коей подстановлен1Я принадлежать 
об^имъ группамъ 6г^ и Н^. Порядокъ группы К^ будетъ делитель числа р^ 
(§ 44, пред. V), пусть этотъ порядокъ будетъ рК\ следовательно К^ будетъ 
гуппа Функцш а'-р^+Ьф,; изъ гипотезы относительно группы Л'^ сл-Ьдуетъ, 
что порядокъ группы К^ не меньше порядковъ группъ 

принадлежащихъ Функц1ямъ 

пусть эти порядки будутъ 

р1к Р^, . . . , Р?% . . . , гЬ (.<2^0 

Разсмотримъ все значешя Функши Щ\'^Ь^^ т.е. те которыя получимъ, 
давая гначен1я X и «л 

X = 1 , 2,2,...,^; )х = 1 , 2, 3, . . . , . = р . 

г р^ 
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она 11рео6ра;^ована ип была, поэтому всё ея подстановден1я подобны 
между собою. 

Изсл'Ьдуемъ составь группы Ш Разсмотримъ гЬ изъ подстановле- 
1пй группы Н^ который, исключая подстановлен1я 1, им'Ьютъ наимень- 
шее число влементовъ п покажемъ, что нп въ одномъ изъ этихъ под- 
становлен1Й н-Ьтъ круговыхъ содержащихъ болЬе трехъ элементовъ. Въ 
самомъ Д'Ьл'Ё, допустимъ, напрпмг.ръ, что 

^. = (•^. •^'. и;, х^ ...).. . 

если возьмеыъ о = (х', .I;^ и такъ какъ а~'//а = Я, то въ Н находится 
и подстановлешо 

а-Ца = (л;х-,^^ж, . . .) = •'>\ 

8^ отличается отъ .ч^ только положен1емъ двухъ элементовъ ^^ , х^» Сле- 
довательно произведен1е двухъ подстаиовлешй 

.,;>?^ = (х. х^, . .) (./:,) 

находится въ групп* Н , которое очевидно не содержитъ элемента х^ , 
по содержитъ посл-Ьдовательпость х^ х^ ; <^.1'Ьдоватеъно ^^ .^^ содержитъ 
меньше элементовъ ч-Ьмъ въ 5, что противор-Ьчитъ гипотез*. 

Докажемъ во вторыхъ, что подстановленхя группы //, состояпця 
изъ наименьшаго числа элементовъ, въ томъ случа*)^ когда п^>4, не мо- 
гутъ содержать болбе одного круга. Въ самомъ Д'Ьл'П, въ противномъ 
случай въ Н найдутся подстановлен1я 



^а = К-^,)(-^,^.)--- . •'»> = (^'^\)к-^з^,)--- ^ ^\ = к-^.^з)к^.-^.) 



• » ? 



а следовательно п преобразован1я этихъ посл*днпхъ подстаиовлешй под- 
становлешемъ а = {х^ х^: 

П будетъ содержать также и произБеден1я 

л>. -1/., = {х;) (х^ {х;) {х^ х^^ ^^ . . . 

подстановлен1я содержащ1я меньше элементовъ, чЪмъ по гипотез* со- 
держитъ 5^, что невозможно. 
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Второй случай г^=8 даетъ порядокъ О какъ число кратное порядка Н. 
Следовательно необходимо прибавить къ Н подстановленхя, чтобы полу- 
чить О. Третьяго порядка эти подстановлен1я быть не могутъ, такъ какъ 
иначе г будетъ равно 12 или 24-мъ. Если возьмемъ какое нибудь дру- 
гое подстановлеихе, то найдемъ группу /Г', которая прпнадлежитъ къ 
групп* упомянутой въ § 47 и для которой р = 3, наприм'Ьръ 

6 = (х X -[- X хЛ ^ '^ = X X -4- д: :>' , 4 = х х Л-х х . 

Предложете XI, Если по 4, то кром* Функцай спмметрическихъ и 

перемежающихся, нФтъ другихъ коихъ всЬ р значешй не изменяются 
однимъ и т^мъ же подстановлешемъ (отличныхъ отъ 1). 

Если п=4, то вс-Ь Функц1и принадлежапия группаз1ь Функц1Й 

? = (^.^. + -^з^4) — (^,^', + ^,-'^») ^ пли ^=^,х^'\-х^х^ 
не изменяются подстановлен1ямп группы 

Я=[1, (^,л;^(x,л•^, (^, л:,) (о?, а;) , {х,х;}{х^х;}]. 

§ 51. Выше мы видели зависимость между р значен1ями Функц1и 
и группами подстановленШ, теперь разсмотримъ алгебраическую зависи- 
мость между этими р значешями, 

Въ предъидущемъ § мы видели, что въ совокупности значен1я '^^ , 
'^^ . . . ^ ъ, Функц1и ъ не изменяются, исключая порядка последовательно- 
сти, какимъ бы то ни было подстановлешезхъ з. Все симметрическ1я 
Функд1и значен1Й '<^^ , .р^ , . . . , '^^ не изменяются какимъ бы то нибыло 

подстановлен1емъ а, следовательно суть спмметрическ1я и относительно 
элементовъ х^ , а;^ . . . , х^ поэтому выражаются элементарными симметри- 
ческими Функц1ями элементовъ Х) (еж § 127 Ан.) 

л — — V» 'Г, А — V' т •/. А — ( л\?-г. -г 'Г. 

^1 — ^x^^ •* ^й — --1 V* Уз ) • • • ? ^р — 1—1;' Г1 г. • • • Ур • 

Откуда вытекаетъ следующее весьма важное предложенхе. 

Предложенье XII. Значен1я р значной целой рац1ональной Функцш 
суть корни уравнен1Я рой степени 

коего коэФФид1енты Л^, -4^ . . . , суть целыя рацюнальныя Функцаи эле- 
мептарныхъ спмметрическихъ Функшй элементовъ х^^ х^. , , ^ Хп- 
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Пр. Какъ прпм'Ьръ возьмемъ Функц'ио -^ =^ ( г .г^ -|- .г^ х^\ коса зна- 
чения суть 

гд'В х^ , х^ . х^ , х^ суть к(>[»нл ураБнен1Я 

ах* 4- 4 а х' + 6 а х 4- 4 « х А- а =^ О 

1 1 ' .'1 ^ I А 

откуда найдемъ (см. § 161, п|». 1. Ан.): 

а'ч,' — 6 а а ъ^ + 4« (4а а,— а а 1 ъ--"^ \2 а а *— в а а а 4- 2 а 'а ) = О . 

Разыщемъ прнзначную нтого ураинен^я (§ 147 Ан.). Изъ состава Функц1й 
^, ^ %* Ь пм-ьемъ 

;.~Г.= (-^.- -О '/: — •<) 

■■Р. - Г. = (•'^, — •^■.) (■<--, — -О 



Л — 



'^, = (.Г —.<;,) !х, — :1'\1 



Означая чрезъ Ла П]1и.ч1ачную зтого у]»ан11е1пя, то 

= О' — X V ^^' — ^' У ^'^' — 'Г у и\ — ./' V (х — X у (х — .г ? = ^ . 

ч 1 -// - 1 ./ ч 1 »;' ч « ^ ч ^ 4 'ч 1) »/ 4 

Откуда Бпдимъ, что прпзпачная ураБ11ен]я 4-(.п степени можетъ быть 
составлена къ п[»1шначноп у1)аннс1пп о-сй степени. 11с>смот];)Пгмъ можетъ 
ли быть это свойство [>асп|Юст{1аиено въ д[)угомь смыслт., 

§ 52. В(»зьмемъ та1'>лицу 7) >^ 41. Ксли '1> есть Функтия многознач- 
ная, то персыа рядъ таблицы паи г[\ул\\'л (г.. принадлежащая Функц1н 
ъ . Въ силу миогозпачи(»ст]1 фун1;ц1и ':^ этотъ ридъ не заключаетъ всЬхъ 
71е2)€мп.1((ен(и^ аслп одно, иапрпмЪ[>ъ ^x.^_X'^\, из^ъ не находящихся въ пе[)- 
вомъ ряду, находится во второмъ ряду, то зго будетъ признакъ, какъ 
видно изъ построения таблицы, что '^^ сь П(»>1(»щ1ю перем1ииен1Я (.г^ Хч) 
изменяется въ ':. . СлВдот.ательно при х,,-=:х' мы будемъ ИлгВть ':^г=ъ , 

ь 2 X^^^ .^ «111' 

такъ какъ при этомъ услов1и иеремг>шеи1е (.г^ ./■;), которое изм-Вняетъ 
'Х^ въ г- не можетъ изменять •: . СлЬдовательпо разность ;; — '^ при 
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Следовательно, какъ только одно изъ перем'Ьщен1Й не находится 
въ групп1) 6г^ Фупкц1И ъ^^ ТО одна изъ разностей '^^ — .г*) , гд-Ь /.=2,3..., р, 
будетъ д-Ёлиться на линейный множитель Формы х^ — ху 

Но при п элементахъ существуетъ • ■ иерем-Ьщенш, сл-Ьдо- 

вательно, если первый рядъ т. е. О^ ихъ содержитъ числомъ €[ ^ то въ 
оста.1ъныхъ рядахъ таблицы (7) ихъ оудетъ -- '- — (1\ поэтому про- 
изведен! е 

будетъ д'Ёлиться на -\— ,,- - — (/ различныхъ разностей Формы [х^ — хЛ^ 

а следовательно будеть д-Ьлиться на ихъ произведенхе. 

Такъ какъ группа 6г^ Функцш '^^ подобна групп* бг^, 6г^ = з->6г^а, 
то она содержитъ также ^ перем'Ьщен1Й, а следовательно произведенхе 

будетъ также делиться па произведенхе - -^- л — - — </ разностей Фермы 

Тоже заключен1е выведемъ и относительно Функцги с^, , '^^^ . • • , ^ . 
Перемножая эти произведешя, найдемъ произведете 

Др = (~1) ' р { кь-'^Ж^\—'Ь) • • • (?/— *х-1)С*л- 'л+О • • • (*х— Фр) } 

/.=1 



которое делится на произведенхе р 






разностей Формы 



2 

Хд — х\. Такъ какъ Д^ призначная симметрична относительно а:)^,топри- 

сутств1е разности х^ — а?», какъ множителя, требуетъ присутс.тв1я и дру- 
гпхъ разностей х., — гс^ т. е. ^ребуетъ присутств1я призначной Функщи ^{х) 

Д„ = V{x^ — а:^)* 

Пусть А^, будетъ наивысшая степень призначной А» , входящая 
въ Л., , то А'м должна заключать въ себе все разности х^ — х\ , который 
находятся въ Д^ , и такъ какъ А„ ихъ содержитъ п[п — 1), то Д*„ бу- 
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детъ ихъ еодерн:ать х* [?^ — 1](, сл1здоьагельно должно оыть 



откуда 






/1? 

7}{^П — 1) 



Зъ) число / можетъ оыть только тогда нуле.мъ, ь'огда ^/ = ^ % т. е. 

когда вс'Ь перед1Т»щен1а находится въ груи1г1> (г^ . Нъ зтомъ случаи '^ 
есть симметрическая Футсц1а и о:=1. Число // будетъ еще тогда равио 
нулю, когда группа О^ не будетъ заключать нп одного перем15П1еи1я, т. е. 
будетъ перемежающаяся группа или группа содержап^аися въ ней. 

Предложете XIII. Если -^ есть ^^ ;и1ачная функция элементовъ х^ , 
:г^ , . . . , .г„ , коей группа содержитъ ^ 7)грем)ып,ен1н, то п|>изнач!1ая Д^ 
значеп1П -^^ , -^ • . • , '^. оудетъ ии1»ть .мно"л:птель 

'С - ' ') 

Д,. 

Если '^ не есть симметрическая Функц1я, то показатель не будетъ 1>а- 
венъ нулю. Если группа Функции '^ содержится въ перез1е/каюп1ейся, 
то (/=0. Сл'Ьодвательно всЬ многозначныя Фупкц1и пр1обрг,тають [>авныя 
значен1я тогда, когда два ;^лемента ./; дг.лаются {равными. 

§ 53. Мы нашли вып1е. что 

( ^ ' ^ ^ 

1 71 [П — 1, 

но можно показать, что вооОии' 

^ = '^ — '^ "' 
2 )/ [>? — 1] 

искли)чая н1>кото1»ыхь частныхъ случаев'1|, на которыхь ме,! не и«тано- 
вимся. сл'Ьдовательно мы имЬемь сл-ьдуюп^ее предложен1е: 

Предложенгс ЛТГ. Д', гд!'» (1:=^ \ ^ — —Л-Ън, есть наиопльш'и^ 

показатель вс1>хъ призначныхъ Функнп'г, нринадлежа[цихъ Г[»уа11и ^г^, 
ирп которомъ Д^ дт.лится па Д '. 
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§ 54. Возг.ратпмся къ уравнен1ю § 51, коего корнями суть р зна- 

ЧеН1Й ФуНЦ1П '.{» 

и посмотримъ можетъ ли, въ пзвЬстныхъ случаяхъ, это уравнен1е сде- 
латься двучленнымъ^ т. е. есть ли р значныя Функцхи который, будучи 
возвышены въ р-ю степень, д-^лаются симметрическими? Если р = 2, то 
Функщя 1/\п = '^ удовлетворяетъ вопросу. Чтобы вообще р'&шить пред- 
ложенный вопросъ извлечемъ изъ Функц1и ср, съ требуемымъ свойствомъ, 
лев множители =^1/л,7, которые она можетъ содержать; пусть частное 
будетъ 6 и положимъ 

<р = ф.(>/д7)'. 

очевидно 'у-? будетъ симметрическая Функшя, такъкакъ ^'^^ и Д^? суть 
симметрическ1я Фупкд1и. Поэтому положимъ 

-1='? = л; (а) 

пусть (О будетъ первообразный корень уравнен1я х-? — 1=^0, '^ корень 
уравнения (а), то всЬ его корни будутъ 

6 , 0)6, , (оЧ, , . . . , С1)^?~^4, 

II' II' II' " 1| 

откуда сл'Вдуетъ, что 

это прпзначная Функщя 4 должна д-Влится на Д„ (§ 53 пред. XIV), если 
сама функшя 6 не есть уже симметрическая. Множители содержащ1е о 
очевидно не зависятъ отъ д:, а следовательно не д-Ьлятся на Д„ ; по ги- 
потез!» '1>^ не содержитъ множителя |/л, следовательно 'Ь^ есть симметри- 
ческая функшя, откуда 

'^ = .9 пли '^ = 3 у Д 

смотря потому будетъ ли а число четное пли нечетное. Откуда мы 
имеемъ следующее предложенхе: 

Пргдлюженге XV. Если элементы х^, х^. . . Хп суть количества не- 
зависимыя между собою, то двузначный Функщи суть едияственныя коихъ 
степени суть симметрическ1я Функщи. 
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трическая Фунвц1Я, р есть какой нибудь делитель числа р, а сл-Ьдовагель- 
но можно положить, что р есть число простое. 

Если теперь положимъ, что ср не есть Функц1Я симметрическая, но 
коей ^-ая степень, р есть простч>е число, есть Функц1я симметрическая, 
то группа Фунвц1и '^ не будегь содержать всЬхъ перем'Ьщен1Й, сл-Ьдова- 
телъно перем'Ьщен1е ^ = (х^ х\) изм'Ьнитъ ср^ въ '^^ , сл-Ьдовательно 

Сь)" = ъ" = ■^' 

Означая чрезъ а> первообразный корень уравненхя х^ — 1 = будемъ 

ИМ'ЬТЬ 

Ь = ^'Ь • 

Если въ этому уравнешю прил(»жимъ переи-Ьшенте а, то найдемъ, за- 
м'Ьчая что а*=1. 

перемножая два предъидупия уравнешя и разд'Ьляя на .р^'р^ найдемъ 

0)*=:1 

и такъ какъ р есть простое число, то ?> = 2, а '^=.8\/^^ 

Зная , что только двузначный Фуикши , будучи возвышены въ 
простую степень, д'Ьлаются однозначными функщямп, посмотримъ суше- 
ствуютъ-ли так1я Функцш, которыя будучи возвышенны въ простую сте* 
пень д'Ьлаются Фунвщями двузначными?. 

Пусть 'Ь будетъ многозначная Функщя, коей (/-ая стенень есть 
Функшя двузначная. Сл'1&доватеььно находится круговое нодстановленхе 
а = (д;, д^эж^ третьяго порядка, которое не находится въ групп* Функдш 
ф, такъ какъ въ противномъ случать, группа Функцхи 'I была бы пере 
межающаяся, а 4 Функшя двузначная. Пусть ^ изм'Ьнятъ 4^ въ 'Ъ^ , то 

('Ь)"=Ф.--ч+чк'д; 

такъ какъ '^ '^ есть двузначная Функц1я, то она не изм'Ённется круговым ь 
подстаиовлешемъ третьяго порядка. Означая чрезъ ш первообразный ко- 
рень уравнешя л:'^=1, будемъ им'Ьть 

откуда, прилагая подстаиовлен1е з кь этому уравнен1ю посл'Ьдовательно 
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Вспомвимъ, что ьъ этомъ случа'Ь а=[х^ х^ х^) даетъ значете 
{(^=,ш^^ язь (р^, (1)'=:1. сд1&довательно 

% = 0^/+ ?^/+ ^\= ^ (^.'*+ к^Ч- Т^гО 

откуда 

у = смх , р = юу = ю*я , а = »)^ = (1)^ = «'а = а 

зги три уравнешя удов^етвори10тся произвольнымъ а, положимъ а=1, то 

будетъ Функц1я исвомаго свойства. Въ чемъ можно уб-Ёдиться непосред- 
ственньшъ вычяслешемъ, которое даетъ 

^'=.{х^'^+х^^^х^^)^бх;х;х;-1 [х^^х;-{-х^^х;+х^^х;+ . . .) 

При г = 1^ выракеше въ скобкахъ посл^Ьдняго члена сд'Ьдается 

}/\ = (^ — ^.) (^ - -^з) (^.- ^,) 

въ общемъ же случае этоть членъ будетъ рац^онаNIьная Функц1Я отъИЛ^. 
1ЁСДИ положимъ 

II ^«* II 2а а 
ж Ч- я: Ч- ж = • X х-А-х X -\^ X X = — ' . х х х "=• ^ • 

О 9 

то ил г = 1 (§ 247. Ан.) 

Возьмемъ наконецъ случай м:=4. 
Что Фуякц1я типа 

содержащая въ каждомъ член'Ь одинъ злементъ не можетъ д'Ьйств1е1гь 
подстановлешя а = (гг^ х'^ пр1обр'1Ьсть множитель о), зто очевидно. 

Позтому возьмемъ Функшю 

(р = си;;а;/4- ^х^х;;^ Т^Г-^.Ч ^;{(аЛ''+ РлЧ ТЛО 

и посмотримъ можетъ-ли она удовлетворить требовашю?. 

Ек^ли также для этого типа невозможно пр1обр'Ьсть множи- 
тель ш = — о~~ подстановлетемъ а=(а;^ д:^а?^, то необходимо ое- 
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рейхи къ другому типу бол-Ье сложному, но зд'Ьсь получается резуд]^- 
татъ положительный и притомъ для г = 1. Если 

'^ = а х^ х^-\- ^ х^ х;+ V ^\ ^".+ •'; («с ^.+ ?. ^.+ Т. ^,) 
то 

изъ услов1я 'х*. = о>'^^ мы им'Ьемь 

Т.= ^^- ?.= 7.^>=^'^'' 2 = ^^0) = уУ= а у 
уравнен1я, которыя удовлетвориются полагая о/=1. Сл'Ьдовательно 

Необходимо также чтобы т =; (х^ л,-^ х ^ изменяло Фуикц'1Ю '^^ въ '^^ и прц- 
томъ такъ, чтобы ъ. была равна с^^ узхноженной на трет1Й корень урав- 
нешя а)'=1, такъ какъ ъ.^^^-^^. Г>удетъ ли эготъ корень равенъ о), о/ 
или (о' а рг10Г1 опред'Ьлпть нельзя. Мы им-Ьемъ 



Члены въ •:^ и ^, (•оде1Г/каи1,1е х х суть 

I I • . '^ 1 ^ 14'' 



1 X X И а (•)*:/ г 

114 ( 14 



если ъ^^ будучи умножена но трети! корени уравнен1я о/ — 1=-0, должна 
изм'Ьниться на ъ. . то этотъ корень долженъ быть о)*. Следовательно 



• ■ I I 



откуда пзъ сравнен!.! к()эффин,1;зпгоиъ у х^х^л.1\х^ будем ь ииЬгь, соглас- 
иыхъмежду собою, диа усло1и;| 

Тоже повторится и для 1[|угихъ ко;>ФФИц'г.^нтовъ. (Зл Вдова гелмю нолагая 
а =^ 1 и различая по ст(*п«»намъ со, найдемъ 
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Это есть соединен1е трехъ значен1Й исключительной Функщи коей группа 
есть 

^=[1, {х,х;){х^х;). (^.^Л^.^*)^ К-^Л-^.-^^Л- 

Что Функц1я ^^ есть двузначный въ этомъ легко уб'Ьдиться, полагая 

х^х^+х^х = у^, х,л;,+а;,а; = у,, х^х^+х^х = у^ 

Функц1я '^ совладеть съ выражен1емъ выведеннымъ при п = 3, и такъ 
какъ ур у^, у^, суть корни уравнен1Я (§ 51) 

ау— 6а.ау+ 4а^ (4а,а,— а^а^ у — 8 (2а,а/— Зада^+ 2а*а„) = О 

гд* а^, а,, а,, а. суть Функшя корней д:,, д:,, д;^ х^ уравнешя 

а,д;*4" 4Л|Л:'-|- ба^х*-}- 4а,а: + а^= О , 

то можно непосредственно выражеше данное выше для п = 3, -привесть 
къ двузначной Функц1и четырехъ элементовъ а;^ х^^ х^, х^, потому, что 
по § 51, существуетъ зависимость 

Д у= Дх . 



ГЛАВА V. 

Группы переносныя ((гапзКИв), первообразныя (рптНИв), простыя, 

составныя и изоморфныя. 

§ 57. Группа подстановлешй называется переносною (1гап811;1{), если 
ея подстановлетями можно одинъ, какой нибудь изъ элементовъ пере- 
несть на м'&сто, какого нпбудь, другаго и вообще группою т разъ пе- 
реносною^ называютъ группу подстановлен1Й, которыми можно перенести 
одновременно т, какихъ нибудь, элементовъ изъ п/наприм'Ьръ х^х^. . . х„,^ 
на м'Ьсто другихъ, какихъ нибудь, т элементовъ произвольно выбран- 
ныхъ. 

Если переносной группой подстановленШ можно зам']&стить м эле- 
ментовъ х^ х^. . . Xт^^ какими нибудь другими ш, то можно подстановле- 
Н1ЯМИ этой группы зам'Ьстить т произвольно выбранныхъ элементовъ, 
наприм'Ьръ, х\ х^ ... д;'т т другими также произвольно выбранными 
ваприм'Ьръ х" х^'. . . д/'«. Въ самомъ д'Ьл'Ь, пусть а будетъ подстановле- 
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об]»аиуеть группу, коей подстановден1Я всК зам-Ьняють х^ на х^, Дру- 
гихъ иодстаноилен1Й этого же свойства н'Ьтъ, въ самомъ Д'Ьл^Ь, пусть 
т будетъ подстановлен1е яам'Ьщающее с^ на д'^ и не находящееся въ ря- 
ду (в], то подстановлен1е з^~Ч не переносить элемента х^. сл1}дователь- 
но это подстановлен1е находится въ ряду (5), т.е. з^~'Ч = .'^^ , откуда 
т=:;з^.«?, т. е. 3 есть одно изъ подстаноплешй ряда (6). Вс* подстанов- 
лен1Я ряда (в) различны между собою и отличны отъ подстановлен1й ря- 
да (5). Нъ самомъ дЪд*, оыть не можетъ, чтобы 

ибо изъ этихъ уравнешй мы бы им'Ьлп ^, = ^р,^^ изъ перваго, а второе не 
им-петъ м-Ьста потому, что въ первую часть его входитъ эленентъ а;^, 
а во второй его н1>тъ. 

Выберемъ изъ группы О подстановлеп^е такое а^, которое бы за- 
м1>п1ало х^ па х^ , то будемъ им*ть строку (»^ 

которой ш>дстаноилеп1и образуютъ группу и всЬ пзм']Ьняютъ х^ на х^. 
Нти подстановлен1я различны между собою и отличны отъ подстановле- 
Н1Й (5) и (Н) и притом ь и-^тъ больше, кром* подстаноклен1й (7), которыя 
бы изм1}няли х^ на х^ . 

Продолжая подобнымъ образомъ найдемъ п строкъ, который исчер- 
пывають вс'Ь подстановлен1Я группы О^ под становления посл'Ёдней стро- 
ки вс1; изм'Ёняютъ х^ на х„ . Следовательно порядокъ группы (т, какъ 
мы уже и вид1Ьли (§ 59. слЬд. 2) равенъ фнп. 

§ Н1. Если однопереноснаа группа (т содержись т иодстановлен1Й 
не перем'Ьщающихъ элемента х^ , то, очевидно, эти подстановлен1Я со- 
ставляюгъ группу О^ по[»адка ш^ заключающуюся въ группь (}, Назо- 
вемъ чрезь 6г^, (?^ , . . . , (}» группы не перем'Ьщающ1я элементовъ х^^ 
2", , . . . , агп . Легко видЬть что группы (г^ , (х^^ 0, , . . . , б^л , подобны 
между собою, ибо если назовемъ чрезъ з^ , з^ , . . . , з,* подстановлеп1я за- 
м1}щаюпия х^ на х^^ •'з ? • • • ^ -^'п -, 'г<> лмЬемъ 

Означимъ символомъ [//] число гЬхъ подстановленШ въ групп* (г^ 
которыя перем'Ьщаютъ ровно ^ элементовъ, и не содержать остальныхъ 
п — 1 — ^. Такъ какъ вс* группы (?, , 6?^ . . . , О^ подобны групп* О^^ 
то н г>ъ каждой изъ этихъ посл^днихъ будетъ находится по [^\ подста- 
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Можно воооще показать сл'Ьдуютимъ образомъ, что перемежаю- 
п^аяся группа составленная изъ п элементовъ п — 2 разъ переносная. 
Для этого вспомнимъ, что эта группа содержитъ вс* круговыя перем*- 
шен1я иечетныхъ порядковъ, которыя состоять всё изъ четнаго числа 
перем'Ьщешй, какъ и вообще вс^ подстановлешя этой группы. 

Заи'Ьтимъ сначала, что перемежающаяся группа не можетъ быть 
п — 1 разъ переносною^ ибо ся подстановлен^я не могутъ, наприм'Ьръ, 
оставить элементы л-^ , х^^ . . . ^ х„_2 безъ перенесен1я, а перенесть эле- 
ментъ х„-1 на м'Ьсто элемента х^ , другими словами она не заключаетъ 
подстановлеи1Я 

{л\) {л-^ . . . (Х,,-. о) {Х„._1Х„) = {Хп-.1Хг) 

Т. е. перем'11щен1я (г„_1^„). 

Иокажемъ теперь, что подстановлен1емъ этой группы можно пере- 
нести произвольно выбранные п — 2 элементовъ на м-Ьсто другихъ п — 2 
также произвольно выбранныхъ. 

1. Группа содержитъ одно изъ двухъ подстановлешй, перем'Ьщаю- 
щихъ п — 2 произвольно выбранныхъ на з1'Ьсто другихъ п — 2 произ- 
вольно выбранныхъ 

смотря по тому будетъ ли подстановлен1е первое составлено изъ четнаго 
или нечетнаго числа перем1&щея1П. 

2. 11одстанов.1ен1е группы, перем1>щая п — 2 элез1епговъ, перем-Ь- 
щаютъ и еще одинъ элементъ т. е. перем'Ьпщютъ п — 1, если так1е нод 
становлеп1я круговыя и нечетнаго порядка, то он-Ь принадлежать пере- 
межаю имейся групп*, если же четнаго, то прибавивь къ кругу посл-Ьд- 
н1й >?'-ый элементъ будемь им'Ьть кругъ нечетнаго порядка, принадлежа- 
Щ1Й перемежающейся групп*. 

\\. Наконець подстановлен1я, перемИщан п — 2 элемента перем'Ьща- 
ютъ вс'П п. Еслп п число нечетное, то подстановлен1е (х*^ х; . . . -с„) при- 
надлежить перемежаюп^ейся групп*, а если п число четное, то оно [раз- 
бивается на два нечетные, произведенхе круговыхъ подстановлешй ие- 
четныхъ порядко]*ъ и будегь П1)инадлежагь перемежающейся групп*. 

§ 64. Если 6г есть группа /.: разъ переносная, то группа (У со- 
держащаяся къ (г^\\ не заключаюпхая элемента г, будетъ /• — 1 ра.гь пе- 
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^ 

становлеше 

° = (^.) (•^•) • • • (^*-1) (**^* x^ . , . ) 

которое находиться въ групп'Ь въ силу ея к разъ переносности и въ ко- 
торомъ есть элементъ х^ находяицйся въ подстановлеши ^ ^ а это во8- 
можно потому что ^ не меньше к-\-1. Откуда мы будемъ им'Ьть 

ото подстановлеше можетъ им'бть не Гюл'бе какъ ^ — к новыхъ эленен- 
товъ сравнительно съ ^, такъ какъ оба подстановлен1я ии'Ьютъ общими 
к — 1 влеиентовъ, а к-ый элементъ втораго подстановлен1я находится въ 
первоиъ. Изъ произведен1я (а'^^оЗ^^^исчезаютъ первые к — 2 элементовъ, 
сл'Ьдовательно въ немъ находится наибольше 

д -[. , -. Л — (/: — 2) = 22 — 2А + 2 

элементовъ. По гипотез'В это число не можетъ быть меньше д , сле- 
довательно 

д^2А — 2 

ибо въ противномъ случаЬ, подстановлен1е (а~~^^а)^~^ заключало бы 
меньше ^ элементовъ, что противор-Ьчитъ гиппотез'Ь относительно ^. От- 
куда им'Ьемъ сл'Ьдующее предложение: 

Предложенге Г. Если к разъ переносная группа содержитъ подста- 
новлешя въ которыхъ элементовъ меньше 2к ^2, исключая подстановле- 
шя ^^=1, то въ этой групп1> находятся также подстановлен1я содер- 
жап;1я наиболее три элемента. 

Сл/ьдспмге. Если группа к разъ переносная (А; >2) содержитъ под- 
становлешя не перемФщающгя бол'Ве 2к — 2 элементовъ, то соображаясь 
съ слЗДующимь §, группа будетъ перемежаю гДаяся или симметрическая. 

■ 

Соображаясь съ этимъ и съ даключен1емъ предложен1я 1У мы най- 
демъ слЗДующее: если О есть к разъ' переносная группа, то она бу- 
деть содержать подстановлен1я изъ п — к-\'1 элементовъ, сл'Ьдовательно 
д^п — А-|-1. Если О не есть перемежающаяся или симметрическая группа, 
то 2^24 -|-2, откуда 

п — Л + 1^2А— 2, а *<-ф^ 
т. е. 



86 ГЛАВА V.— ГРУППЫ первносныя. 

Въ этой групп'Ё можно разбить элементы на три системы по четыре эле- 
мента въ каждой 

1_4 7^ , 2 5 8^ , 3 6 9-г 

Подстановлешя 

1 , 5' , 5* , «• 

составляютъ группу О^ , коей подстановлен1я перем'Ьщаютъ элементы си- 
стемъ только внутри каждой системы. 

Если о есть какое нибудь изъ подстановлен1Й группы бг, то 

что легко проВ'Ьрить предъидущимъ значешемъ группы 6г, . 

Группы Д , В^^ Щ очевидно въ настоящемъ прим'Ьр'Ь будутъ 



I 

я 



Д 



я. ; 1 , (147 а) , (1 7)(4 а) , ( 1 а 7 4) 

1 , Сг-бвр) , 12 8)(б р) , (2 ? 85) 

1 , (359г) , (39)(5 т) > (Зг 9б) 
а группа Г будеть 

г = 1Я., я., я,] 

в4-го порядка. 

Можно разбить элементы на дв'Ь системы 

13 5 7 9? 246807 
на четыре 

16 9 , 2 6а , 3 7 ? , 48т 

на шесть 

1^ , 2^ , 3^ , 4^1 М 6д. 

и вывесть т1} же заключен1я. 

§ 71. Что касается до построен1я непервообразныхъ группъ, то 
можно сказать сл-^Ьдующее: Выберемъ произвольно какую нибудь группу 

— элементовъ жД жД а?/, ... и назовемъ ее Н^ , пусть ея порядокъ 

будетъ /. Изъ остальныхъ \1 — 1 системъ элементовъ х'\ а;/', ж/', . . . ; 
^/"? ^/"^ ^/ "? • • • составимъ группы Д| , //,..., Н^^ который бы были 
подобны групп* Л^ . Пусть наконецъ 5^^*^ ^^/'^^ . . . , будутъ подстанов- 
лешя группы Нд^ и 

Г = [Я^ , Я^ , . . . , Я^^ . 
Порядокъ непереносной группы Г есть г ^ . 
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которыя суть степени круговыхъ перем^^щешй {х^х^х^)^ (^/'^•"^/О* 
Перемножая эти группы найдеиъ группу 

г=(я;, яо 
{хг «." хп , « х; х!) (*." х- о , (о;/ < х:) «' *; <0- 

Составимъ теперь переносную группу 2-го порядка 

гд'Ь у^ , у, перем^^щаютъ верхн1е индексы 

будетъ непервообразная 18-го порядка. 

Перемножая группы Г и ^Г найдемъ группу 

1, кчч'), («х.'), (*»."), (^.ЧЧО «Ч'Ч") , (ЧЧЧ)(*/Ч'Ч"), 

(а:».') ч'ч'ч") , (чч*.о (чч'Ч") , {'»:'). чч'окч'осччо, 

(а;.Ч"агХЧЧ") , (ЧЧЧЧ'ЧЧ'О, (*.'ЧЧ"ЧЧЧ'), 

(х»»у'0 , (*.ч'0 (ЧЧО (ЧЧО , {^»»>Г) , 

ЧЧ") (ЧЧО ЧЧ'О , {хх'хх'хху 

Теперь, отбросивъ верхн!е индексы у х'х,\', л а;,",л;,",а;," иаыФяввъ на 
^>)^|)^>' в<^вдеиъ искомую группу 6^ 

1 5 («. ^. «,) > (*. ». «.) 5 (^. ^. ^.) > Ч ^. «.) Ч ^. *.) 5 ч «, »э ч. «. *^ 

Ч».*,)Ч. *.«.)' (ж, ж, ж,) (ж. X. ж,), (х.х.х,), («.«04*.) Ч*.) 

(х,х,х,х,х,хО, 4».«/л;,а!,х0, Ч. ж. ж, ж. «, « О 

(х.х.х.х.ж.хО, Ч^ОЧ^ОЧ*.)» Ч.*.*.»,».^'.) 

Ч *.) Ч *.) ч «о ' Ч а^. «. *. «. я^.) • 

Каждое язъ этихъ подстановленШ или перестанавливаетъ системы х, х, х,; 
X X X между собою иди перестанавдиваетъ только элементы внутри 
каждой системы. 



90 ГХЛВА V. — ГРУППЫ ПЕРВНОСЫЫЯ. 

Обратно, если дана непервообразная группа, а Ок есть одно иэъ 
ея подстанобхен1Й, то можно изъ р. новыхъ элементовъ у^, у^, . . . у по- 
строить подстановлеше ^н^, которое перестанавливаетъ элементы у, кавъ 
Зн перестанавливают'ь системы. Точно также поступаютъ относительно 
вс^^хъ под стан 0блен1й группы и такимъ образомъ найдемъ систему подста- 
иовлен1Й ^. , ^, , . . . , которыл образують переносную группу. Не* подста- 
новлен1я Зц^а далуть, разсматривая ихъ символически, полстановлешя, ко- 
торыя не перестанавливаютъ уже системы ; он11 образують неперво- 
образную группу Г^ въ которой системъ непереносныхъ элементовъ оди- 
наковое число. Группа Г^ им'Ьетъ свойство возстанавливаться снова д-Ьй- 
ств1емъ ^^'"Г^^^.. Этого достаточно чтобы отъ нее возвратиться къ О. 

Выше указанное построеше группы Г не самое общее, но впро- 
чемъ въ группахъ 6г, построенныхъ такимъ образомъ, заключаются 
вс^ь непервообразныя группы п элементовъ съ \к системами непервооб- 
разности. 

§ 72. Посмотримъ какое вл1яше оказываетъ первообразность на 
переносную группу. Для этого обратимся къ предложешямъ УП и УШ 
этой главы, который разширяя въ изв'Ьстномъ смысл'Ь, установимъ сл'Ь- 
дующее предложен1е. 

Предложенге XII. Если первообразная группа содержитъ одно изъ 
подстаиовлен1й 

то она въ первомъ случа'Ь будетъ содержать перемежающуюся, а во вто- 
ромъ симметрическую группу. 

Мы будемъ разсматривать и докажемъ это предложен1е какъ спе- 
Ц1альный случай сл'Ёдующаго предложешя: 

Предложенге XIII Если первообразная группа О элементовъ х, , 
•^21' • • •'^А, содержит-ь первообразную группу Д порядка 1с<^п\ то она 
будетъ содержать первообразный группы подобный между собою 

и составлены такь, что Н\ содержитъ элементы а;, , х, , . . . , хд-^ и 
xъ^^\-у^ . Гд* элементы -с, , и;, , . . . , х*«1 выбираются произвольно изъ 
элементовъ группы Н^ . 

Доказательство. Преобразуемъ группу Н^ всЬни подстановлеюями 
группы О^ это даетъ рядъ группъ Ы^ , Я/ , Я/', содержащихся также 
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надобно при этомъ зам'Ьтить, что это уравнен1е выражаетъ свойство 
группы 6г, , а не группы (?; въ самомъ д*!*, очевидно что 0-^00 = 0^ 
такъ какъ всЬ подстановлен!я периаго члена содержатся во второмъ. 

Мы уже въ § 18 назвали перемш-тительными подстановленхями 
таюя, которыя удовлетворяютъ услов1ю: 

1. 11одстановлен1я 5^ и .ч^ называются персмгьстительными^ когда 

2. Подстановлен1е л\ и группа Н перемгьсшительиы^ когда 

8^Н= Н.8^. 

3. Группы В л Сг перем'Ьстительиы, когда 

П. 0=^0.11. (Ь) 

Бели въ этомъ посл'Ьднемъ случа* Н есть подгруппа группы Ог^ то 
уравнеше (Ь) выражаетъ свойство группы Л", но не группы Сг, 

Назовеиъ въ этомъ случать группу Н особенной подгруппой груп- 
пы От, 

Для пояснешя могутъ служить сл'Ьдующхе прим'Ьры. 

1. Подставовлен1е (-«^4-«^',^,лг^ перемнет ительно съ подстановлешемъ 
[х^х^(х^х^\ каждая степень ,9* подстано&ленхя 8 перем-Ьстительна съ каж- 
дой другрй степенью 8^ того же подстановлешя. 
. 2. Группа 

Я=[1, (^:.а;,)(а?.я;,), (^.а;.)(х.х.) , (х,а;^(х.а;,)] 

* 

перем-Ёстительна съ каждымъ изъ подстановленхй изъ 4-хъ элемевтовъ 
х^ 5 ^ш ^ ^1 1 ^4 ^ перемежающаяся группа п элементовъ перем^Ьстительна 
съ каждымъ изъ подстановленхй изъ п элементовъ. 

3. Группа Н перемФстительна съ симметрической группой четырехъ 

« 

элементовъ х^ , х^ , х^ , х^ \ группа перемежающаяся п элементовъ пере- 
становительна съ группой симметрической. Перемежающаяся группа есть 
особенная подгруппа симметрической группы. 

§ 75. Возвратимся теперь къ образовашю группъ, которое было 
уже отчасти изложено въ Гл. III. 

Предложенге ХТИ, Вс* подстановлен1я составленныя изъ п эле- 
ментовъу перестановительные съ данной группой изъ т'ёхъ же элемен- 
товъ, образуютъ группу, въ которой данная группа включена какъ осо- 
бенная подгруппа. 
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Если группа О составлена изъ ряда группъ 

(? , &. , е. , . . . , (?,. , 1 (Ь) 

такъ что каждая есть наибольшая особенная подгруппа непосредственно 
предъидущей группы, то говорить, что этотъ рядъ принадлежать со- 
ставной групп'Ь 6г, или же называють просто рядомь группы (}. 

Если числа 

Т т. у и 1 Ти, 



1 I 



суть порядки группь бг, Ог^^ (г, . . . , 6г|А, то числа е^ е^, . . ., в}1, в|1— 1, 
называются множшпелями состава группы О или численными множите- 
лями состава группы 6г. Очевидно 

г = е^е^ ^ • • • I вц в|А^1 • 

§ 78. Если дана составная группа О^ то возможно что ея рядъ 
безусловно не опред'Ьляется, а можно представить, что есть и друпе ря- 
ды, наприм'^Ьрь 

в , в/ , б/ , . . . , в; , 1 

составной группы 6г, им'Ёющ1е тоже свойство какь и предьидупцй (Ъ) 
т. е. что каждая изь группь ряда есть наибольшая особенная под- 
группа непосредственно предъидущей. Мы ниже покажемъ, что какь бы 
рядъ ни былъ выбранъ, составные множители будутъ всегда одни и т^Ь- 
же, отличаясь только порядкомъ посл'Ьдовательности, откуда будетъ сл11* 
довать, что ^1 = V . 

Пусть 8д^ будетъ подстановлеше изъ группы О^^ з^^ изъ группы 

т т 

Ог1\ пусть «", = — будетъ порядокъ группы б^, а г/= — порядокъ груп- 

пы 6г/. Общ1Я группамь (?^ и Ог[ подстановлен1я образуютъ группу Г 
(§ 44, пред. VII), которой порядокъ х есть д-блитель какь г^ такъ и г/, 
сл'Ьдовательно можно положить 

Пусть подстановлешя группы Г будутъ бд. 

Подстановлен1Я группы О^ можно расположить въ сд^^ующую 
таблицу изъ у рядовъ, изъ коихъ первый рядъ состоитъ изъ подета- 
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Н(»влен1Й Зд группы Г. Такимъ оо[)а;итъ получпмъ, если з^ = 1 

1 , а^ , а^ , . . . , а^ , Г 



гд* т, . т, , . . . , Ту суть пг)Дстано1;лен1я так I. выбранный пзъ (г, чтобы 
не принад.к-.кали г[)упп'1> Г, группамъ Г и т^Г п т. д. Поступая точно 
такие сь группою (}\ будомъ пмЬть т)дстяповлон1я т', т/. . . , т'у . 
Следовательно мож'Ю положить: 

каждое .^,^ =: Та 3.. ; каждое 8\ = т'а о,, , 
Легко вид-Ёть, что произведен1е 

•^*'Г' -^'Г' •'^'а •^'^^^ •'*«""' ('^'Г'^» *^'?) "=" '^''^'' "^'Г' •^^)^'? 

въ силу второй формы принадлежпт'ь группЬ О^ , въ самомъ д'Ьл']^, 
им'Ёемъ 

а сл-бдовательно данное произведение будетъ = л*^ Ч*., , это произведете, 
въ силу третьей своей Формы, принадлежитъ и групп'Ь (т/ *, въ самомъ 
д'Ьд']^, им'Ьемъ 

а следовательно данное произведен!е := .ч'^.ч'о. Следовательно это произ- 
веден 1е принадлежитъ группе Г общей обеимъ г])уппамъ О^ и (}', 

Въ частности получимъ, такь какъ а принадлежитъ и подстановлен1ямъ 



.9 и з' 



3^1^' = т^' а. ; 3^ т ^ = т^ з,« ; т^' т^ = т^ т а'^; • {Б) 



ч 
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образуютъ группу «/*, въ самомъ д'Ьд'Ь, повторяя придоженхе уравненШ 
[В) мы найдемъ 

Группа е/' подстановлензй т^ Та' х, перем-Ьстительна съ группою 6? ; въ 

самомъ Д'Ьл'Ь, мы им'Ьемъ 

« 

Группа ^ обширн'Ье группъ О^ и Сг^\ она содержится въ бг, сл'Ьдова- 
телъно въ силу гиппотезы относительно этихъ группъ, группа ^ тожде- 
ственна оъ О, 

Порядокъ группы ^ есть хуу\ такъ вакъ иаъ ТвТь'ас = Тд Та'а^ сл*- 

дуетъ а = а, Ь = р, с^*^. Сл-Ьдовательно порядокъ группы О равенъ 
ху1/ и такъ вакъ 

г = г^е = хуе^, г = г/в;= л^в/ 
то 

Этотъ ревультатъ даетъ порядокъ группы Г, именно 



г г г' 
ее' е' е 

II 1 I 



Относительно группы Г можно показать, что ее можно втиснуть въ одинъ 
изъ рядовъ принадлежащихъ групп'Ь О^, а также и 6г/, такъ какъ она 
есть наибольшая особенная подгруппа группъ &^ я О^'. Въ са- 
момъ д'Ьл'Ь группа Г перем']&стительна съ 6г какъ часть О^' и съ О^' 
какъ часть 6^^, сл'^Ьдовательно 

но такъ иакъ первая часть перваго уравнен1я вся принадлежитъ групп'В 
О^ , то тоже им'Ьетъ м'ёсто и для второй части ; тоже им'Ьетъ м1Ьсто и 
для втораго уравнешя ; откуда* им'Ьемъ 

Можно еще показать, что между 6^^ и Г н'Ьтъ ни какой группы пере- 
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пусть другой рядъ, принаддежащШ той же групп'Ь будетъ 

^ 

2) 6^5 бг/, бг/, (г/, . . . 



Г 



Г 



^' ^~в" ^"~е'' ^'~в" • ' 

I 9 9 



Можно, вавъ выше было показано, построить два новые ряда, принадле- 
ажщ1е групп'Ь О : 



3) а, О^, Г, Д, Я, . . . 



4) в, 6?/, Г, Д, Я, . . 



— И —1к 



Г 



*^1 ^ 



Постоянство составныхъ множителей въ (1) и (2) можно доказать 
перенося его на доказательство (1) и (3) съ одШ)й стороны или (2) и (4) 
съ другой. Въ самомъ д'Ьл'ё, что (3) и (4) даютъ одни и гЬже составные 
множители дто очевидно. 

Доказательство для (1) и (3) и для (2) и (4) легче, такъ какъ ряды 
(1) и (2) совпадаютъ только въ первыхъ членахъ, а ряды (1) и (3); (2) 
и (4) совпадаютъ посл^Ь первыхъ двухъ членовъ. 

Въ рядахъ (1) и (3) посл^Ь первыхъ двухъ членовъ О, О^ сл^Ьдуетъ 
въ (1) О^^ а въ (3) Г. Поотроимъ два новые ряда 

10 а, (?., О,, М, N. Е, . . . З') б, в,. Г, М, Nу Е, . . . 



г т 






которые им'Ьютъ гЬже самые составные множители, изъ которыхъ (1'] 
съ (1) и (З') съ (3) им'Ьютъ уже по три общихъ члена. Продолжая такое 
преобразован1е дальше, наше предложен1е будетъ доказано. 

Др. Возьмемъ пр. 2 §. Группа О состоитъ изъ 24-хъ подстанов- 
лешй. Наибольшая особенная ея подгруппа 

(5. = 1, {х^х^, {х^х^, (^*«^(^,^0' (^.^^, К^.)(^.^.). (^.^0(^.^0 5 

[х^х^{х^х^{х^х^. 

Она перем'1&стительна со всЬми подстановлен1ями группы бг. 
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Наибольшая особенная подгруппа группы 6г, есть 

е, = 1 , {х^х;} , {х^х^) , {х^х;) {х./х;} 

которая перем'Ёстительна съ подстановлен1емъ (т^ . но не съ подстанов- 
лен1ями 0^ . 

Наибольшая особенная подгруппа группы Сг, есть 

6^3 = 1 , («.^,). 
Наконецъ последняя наибольшая особенная подгруппа группы О^ есть 

(?, = 1. 
Множители состава группы О суть 

.. = .3 , ^, = 2 , ^3 = 2' ^. - ^ 
24 = 3 . 2 . 2 . 2 . 



§ 80. Разсмотримъ въ ряду подобномъ (1) дв* посл-Ьдоватвль- 
ныя группы или что тоже группу О и наибольшую особенную груп- 
пу Н группы Ст. Пусть ч^' будетъ одно изъ подстановдешй группы 
в, которое не находится въ ^Г, пусть .ч^'"* будетъ наименьшая степень 
подстанивлен1я .ь'Д которая находится въ груипЪ //, изв-Ьстно, что т бу- 
детъ равно пли по[)Ядку ч^' пли двлнтелю этого иорядьа. Если число т 
составное и равно />.</, то л-^''^^ .ч^ даетъ подстановлеп1е ,ч^ не принадле- 
жащее групп 1". И^ по степень кптораго .ч*/', р просгое число, находится 
въ //. 11}>еобразуемь .ч^ всЬми подстановлен1ями группы (т^ то найдемъ 

ч ч ч ч- 

Ни одно и;гь этихъ п<»д<'тап(»и.1ен1(1 не можетъ принадлежать г|:>упп11 //. 
Въ самомъ д1иг>, еглиоы случилось противное, наприм'Ьръ для .ч^==13^5^а, 
то ач^а~ ^=.4^, то преобразолипн(»е подстановлен1е.ч^ группы И^ подстанов- 
лен1емь э"* группы О^ принадлежало бы также групп!» //, такъ какъ 
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Первая часть этого уравнешя есть подстановден1е групаы Н\ а вторая 
группы Н^ ^ но такъ какъ об'Ь группы им'Ьютъ общими подстанов1ешя- 
ми только подстановлен1я группы ^^ то степени подстановдешй Ь^ и Ь^ 
должны исчезнуть т. е. мы должны положить а=1, р = — 1 и 



Ь-Ч1 =:Ы 

2 II "^й I 



(«Л".)(<.Ч) = (<Л.)(<.Ч)-».. 

Сл'Ьдовательно подстановленхя группы, образованной язъ А, ^, , Ь^^ пере- 
м'Ьстительны между собою съ прибавленхемъ множителя изъ подстанов- 
лешй группы -/. То же самое им'Ьетъ м'Ьсто и для группъ, образован- 
ныхъ изъ с/, Ь^^ 1^у изъ ^^ ^^ , ^^ , сл'Ьдовательно также и для группы 



и т, д. наконецъ и для самой группы Н. 

Надобно зам']&тить, что сл'Ьдств1е 3-е § 82 даетъ меньше настоя- 
щаго, въ самомъ Д'Ьл^Ь, тамъ говорится о переместительности группъ, 
а зд'Ьсь о перем'Ьстительпости подстановлетй. Два вак1я нибудь под- 
становленгя группы П перем'Ьстительны между собою съ прибавлешеиъ 
множителя изъ подстановленхй группы ^, 



Доважемъ обратное этому предложешю. Пусть будутъ два кашя ни- 
будь подстановлешя изъ группы Н перем'Ёстительныя между собою съ 
прибавленнымъ множителемъ изъ подстановлешй группы «/*, то 6 будетъ 
число простое. Это им'Ьет'ь уже м^сто, когда подстановлен1я группы 1Г 
перем'Ьстительны между собою съ прибавлен1емъ множителя изъ под- 
стан(>влен1й группы ^. Если это им'Ьетъ м'^^сто, а въ то же время 8 есть 
число составное, то пусть его простые множители будутъ , д*, д* , . . . 
Выберемъ изъ группы Н^ подстановлеше Ь^ которое не находится въ 
групп'Ь ./ и ]{ыберемъ его, какъ въ § 80 пред. XX П. Пусть наприм'Ьръ 
^ будетъ наименьшая степень подстановлен1я ^, которая входитъ въ ^. 



Но ГЛАВА V. — ГРУППЫ ПвРКАОСЯЫЯ. 

1Тр. 1. Сл'Ьдующ!я дв^Ь группы голоедрпчески изоморфны 

в = [1, (а;,а;,)(^,а;^(x.x,) , {г,х^{х,х){х^х^ , (л, а;.) (ж, *^ (ж, ж.) ,. 

{х,х,х,){л;,х,х) , {х,х,х;}{х,х^х;)] 

За1Ьсь соотв'Ьтственныя иодстаиовлен1я расположены по порядку в1> сво- 
яхъ группахъ. И мы им'Ьемъ наприм'Ьръ 

(ж. X,) {х, X,) (ж, а;.) . (х, х^ ж^ {х ,х, ж.) = {х, х,) {х, ж.) (ж. х,) 

§ 85. Дв'Ё групаы голоедрически изоморфныя им'Ьютъ равные ао* 
рядки — это очевидно. 

Предложенге XXVII. Если группы (т и Г мерхедричесии изоиорфны 
и если подстановлен1Ю 1 группы О соотв-Ьтстпуеть рядъ подстановлешй 
^1 > ^^^ ^5 5 • • • 5 ^я» группы г, то эти подстановлешя образуюсь особен- 
ную подгруппу группы Г. 

Доказательство. Въ самомъ д'Ьл1), произведен1е а^^. Эз соотв'&тствуетъ 
произведенш 1.1 = 1, а сл'Ьдовательно находится снова между подста- 
новлен1Ями а. Что группа 

2 = [а^ = 1, а,, а,, . . . ,а,»^ 

есть особенная легко вид'Ьть, въ самомъ д'Ьл'Ь, пусть т будетъ какое 
нибудь изъ подстановлешй группы Г, которому соотв'Ьтствуетъ под- 
становленхе ^ группы Сг^ то будутъ соотв'Ьтствовать, по изоморфизму 
группъ, произведен! я 

т-^а^т и ^-М.^ = 1 

сл'Ьдовательно подстановлеше т^^а^т принадлежитъ снова групп1Ь ]Е). 

Пусть т, будетъ одно изъ подстановлеи1й группы Г, которое соот- 
в-Ьтствуеть подстацовлен1ю з^ группы 6г, .*?, отлично отъ единицы. Со- 
ставимъ ряды, гд'6 а,= 1, 

1 , 3, 5 а^ ,...., От ; ^ 

».^, 1 ^Л » ^в"^. 7 • • • ^ ^тх. ; ^\ 
относительно ряда 14, можно показать сл'Ьдующее:!) что всЬ подстанов- 



118 



ГДАВА VI. — АДГВВРАИЧВСКАЯ ЗАВИСЛМОСТЬ МЕЖДУ ФУНКЦ1ЯМИ. 



Р'Ьшая эту систему оганейныхъ уравнен1Й относите^и»но ']>() Фо * * * ) Фр 
мы выразимъ ф^ чрезъ ^,) ^,) ^, ) • • • , ^р • Зд'Ьсь представляются зам'Ьча- 
тельныя обс^'оятедьства. Изъ уравяен1Й (а) им'Ьемъ 



Ф.= 



А„ 1, 1 1 



-1 - 0-1 



^Р-1 <?.''" «РаР"' 



• • • 



<Р 



Р-» 
Р 



11 1 

->■) ->■) ••••X 



<Р. > 'Р, 



• "РР 



<рГ', <р/ 



— 1 р 

5 • • • ^р 



— 1 



Изъ свойствъ опред'Ёдителей изв'ёстно, что числитель и знаменатель 
при перем'Ьщеши двухъ значешй ряда ф, ? ^^ ) • • • ) ^р м'Ьняютъ только 
знавъ. Умножая числителя и знаменателя на знаменателя и зам'1Ьчая, что 
ввадратъ знаменателя есть Л(р найдемъ 

гд* Функд1я Р не изм*няется, перем-Ьщая значешя ср^ , у, , . . . , срр меж- 
ду собою, а сл'Ьдовательно это есть симметрическая Функц1я значен1Й 
^1) Т|) * * * « ^р* Соображаясь съ § 150 Ан., наЙдемъ 



^' Д^ ~ Д| 



г^Ф, {),,%,,..., &р суть «унвцл ц'Ьдыя рац!овадьныя ковффвщэнтовъ 
^•) '*1 ) • • • 1 <*м) ^ ^^в ^У''» просты я сиинетричесшя «ункц1и эдеиентовъ 

Къ этому результату можно еще придти сл'Ьдующимъ образомъ: 

§ 92. Умножимъ систему уравнен1Й (а) на неопред'Ьленные множи- 
тели Уд, у,, у^, . . . ,Ур_.1» последнее у=1, Сложимъ произведе- 
нхе и положимъ для краткости 

Ур_1уР-»+Ур_2СрР-2ур-.зСр^-^+ . . . +У.у4-Уо=Ф(^). 

то найдемъ 



Ф. Ф('^.)+ Ф. ^Ы + 1-Тр Ф(Тр) =ЛУо+ЛУ.+ • • • + ^р-1Ур-1 
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чтобы опред'Ьлить изъ этого уравнеп1я ф^ , а следовательно исключить 
ф^ , ф^ , . . . , 6^ необходимо тамъ выбрать у, чтобы 

а Ф{;^^) не обрап^ались бы въ нуль. 

Известно (§147 Ан.), что (р^ , х^^ . . . . , '^. суть корни уравнен1Я р-ой 
степень которое означимъ чрезъ 

х(т)=о 

коэФФИЦ1енты этого уравнения суть рац1ональныя Функцп! коэффицхэнтовъ 
^0 ^ ^1 ♦ л^ 5 • • • » ^^^ • Частное 



-1 -5-1 I с -2 



уничтожается при ^ =; '^^ , '^^ , . . . , '^^ , а при ^ =^ '^, мы найдемъ 

это произведение не равно нулю, такъ какъ ж^ , .г^ , . . . , ,г^ суть коли 
чества независимый, а значен1я ср^ , ^р^, . . , ср, вс* различны между собою. 
Сл'Ьдовательно можно удовлетворить нашему требован1Ю, полагая 

Если положи51ъ, какъ въ § 150, Ан. 
то будемъ им*ть 

Т Т| 

и такимъ образомъ получимъ 
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Преобразуемъ еще знаменателя. Произведение 

. хьухь.) хц) 

есть симметрическая Функц1н и, соаровождаемая изв'Ьстнымъ знакомъ, 
равна Д^ . Точно также 

Г(<р.).Г(<р.)...Х'(<рр) (с) 

есть симметрическая Функщя корней уравнен1я 

а сл^Ьдовате^и>но выражается ращонально чрезъ коэФФИщенты с1^у ^^^ - » (^р . 
которые суть рац10на1ьныя Функцш во8ФФИц1ентовъ а,, а^, а^, . . . , ая. 
Умножая числителя и знаменателя выражен1я ф^ (Ь) на произведете (с) 
найдемъ 

гд11 числитель есть ращональная Функц1я отъ '^^ и коэффищснтовъ а^, 
а^ , а, , . . . , а» , а знаменатель есть рац10нальная Функщя только коэф- 
ФИД1ентовъ а^ , а^ , а, . . • , а^ . 

Если степень числителя превосходить р — 1, то полагая 

гд* ^{'^У есть частное отъ д'Ьлеюя Д,(^) наХ(ср), а В^{^) остатокъ. При 
ср = ср^ , ^, , • . • » Ур 5 Х(ср) = О, сл'Ьдовательно 

при X = 1, 2, 3 . . . р . Откуда 

Изъ всего сказаннаго выше вытекаетъ ол'бдующее предложенхе: 

Цредложенге II. Бели р значная Фунвц1я с{)^ выражается въ функ- 
цш другой Функц1п <рх ? принадлежащей той же групп* 6?^, которой при- 
надлежитъ и г|)^, то фх представляется дробной ращональной Функщей, 
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Знаменатель каждой иаъ Функц1Й Л\\ а сл'Ьдоватежьно и вообще 
знаменатель вс'Ьхъ Л) всегда представляетъ, какъ было показано вы- 
ше (пред. II) н!1воторой Д'Ьлитель призначной Аф. Бели с|> есть однозн- 
ачная Функц1Я, то Н'Ьтъ ни знаменателя , ни призначной, что было уже 
ясно изъ § 51. 

§ 97. Обратимъ внииан1е на сл1|дуюиий частный случай именно: 
Если подгруппа Функши ср, которую назовемъ ^Г, перем!1стительна съ 
группой (} Функши ф, то достаточно им'Ьть одинъ корень уравяешя [А^)^ 
чтобы опред!1лить рацДонально всЬ остальные. 

Въ самомъ д^!!, если 
суть корни уравнен1я [А^ . а 

группы соотврЬтствующ1я втимъ значетямъ, то означая подстановлешя 
группы О у который изм-Ьняготъ ^, въ ср^ , ср^ , . . . , (рм1 ) чрезъ 

а = 1 , а, , а^^ . . . ^ От 

будемъ им'Ьть (§ 45, пред. У II) 

По гипотез'Ь Н^ есть особенная поогруппа группы Сг, сл'Ьдовательно 

4 

т. е. 

Откуда сл'Ьдуетъ, соображаясь съ предъидущими уравнешявга, что 

Н==- Н^ Н=. . . . = Нш . 

Следовательно различный значен1я ^^ ?п * * - ) ?»• принадлежать одной 
и той же групп'Ь, а потому выражаются ращонально съ помощью одно- 
го изъ нихъ, какъ это вытекаетъ изъ предложешя I § 91. 

Классъ Функцш <{), содержится въ классЬ ФункцДи ср^ ; въ настоящемъ 
же случа'Ь группа Н^ Функщи ср, не только содержится въ групп!! б? 
функцш ф^, но она есть особеннее подгруппы в, поэтому мы бу- 
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придожимъ къ этому выражен1Ю различный степени подстановденхя ^ 
или т, то будемъ им'Ьть 



сл'Ь;^овательно 

г=г= • • • — X 



Тецерь надобно доказать сл'Ьдующее: 

1) Что 1^ принадлежнтъ групп* Н^ фунвщи '>р^. 

2) Чуо 1^"* принадлежитъ групп* фунвщи ф^ . Этииъ и будетъ до- 
казано вышесказанное предложея1е. 

Функцгя )^ не изменяется подстановлен1Ями Н^ , потому что тоже 
им*етъ м*сто и для ряда с^^ , '^| ? • • • ) Ь** * 

Еслибы Фунвц1я -щ^ оставалась неизменною для другого подстанов- 
лен1я, то изъ этого следовало бы 

^•Н" ^^Л- • • • + ?>~-^ср,„=<р,-^4- »?••.+ • • • + ^'^^^ ^« 

или 

ЭТО уравнен1е съ несократимымъ уравненхемъ 

будетъ иметь одинъ обпий корень, а следовательно и все корни, что даетъ 

Если теперь построимъ Функц1Ю (р^ , какъ было показано выше^ кавъ 

сумму изъ членовъ Формы х^'х^. . . съ неопределенными воэффя- 

щэнтами ($ 29), то уравнен1е 

?*+ ?<•= %+ Ьг 

можетъ тогда только иметь место, когда въ обеихъ частяхъ его будутъ 
одне и теже члены, ибо въ противномъ случае установится некоторая 
зависимость между х\ • Но тавъ какъ Функцгя ^ содержитъ только члены 
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§ 105. Перейдемъ въ предложешю Бертрана. 

Иредложен'к Ш. Если число значешй Функши не больше п — 1, то 
Функщя будетъ или симметрическая или перемежающаяся (двузначная), 
т. е. р=1 или р = 2. Исключенхе составляюгь Функщи четырехъ эле- 
меятовъ, т. е. когда п=4, мы нашли Функ1ию трехзначную ^^=:х^х^-\~х^х^^ 
коей группа 8-п» порядка. 

Доказательство 1. Выше мы впд'И^ли, что наибольш1Й порядокъ не- 
переиосной группы п элемситовъ есть ^п — 1)!^ сл^Ьдовательно число зна* 
чеши Функцш. принадлежащей этой гру11п1> не мепьи1е 

п\ ___ 

Следовательно для такой группы число значен1й Функщи не можетъ быть 
меньше п, Въ § 70 мы нашли, что наиболъпий порядокъ непервобразной 
группы есть 




сл'Ьдовательно число значен'1Й Функши, принадлежащей этой групп-Ь, по- 
крайней м'Ьр'Ь есть 

п\ 

-■ = Р 

2 2 • 

это число при л = 4 меньше п и равно 3, а при п^>4 больше п. Сле- 
довательно при п^4 число значен1Й Функщи, принадлежащей такой 
групп'Ь, не можетъ быть меньше п. Если наконецъ группа будетъ пер. 
вообразная, то изъ предложен1я ХП, соображаясь съ § 103, видимъ, 
что р = 1 или р = 2 т. е. Функщя будегь или однозначная или двузнач- 
ная. Такимъ образомъ предложен1е во исЬхъ свопхъ частяхъ доказано. 

Дадимъ еще другое доказательство этому предложен1Ю. 

Док(иательст4}о 2. Пусть '>р будетъ функщя, число значешй которой 
р<'п. Пусть эти значения будутъ 

*. 5 Ч'. ) ^. ^ • • • ^ Ч'р • (2) 

Ек^ли къ этому ряду приложимъ какое нябудь изъ вс']^хъ подстановлен111,то 
эти значешя только перем'Ьстятся между собою. Бели въ частности при- 
ложимъ къ .этому ряду подстановден'1е, принадлежащее Г1>упп'Ь 0^ Функ- 
ции '^ , то функщи этого 1)яда переместятся, исключая очевидно Функ- 



130 ГЛАВА VII. — ЧИСЛО ЗНАЧЕН1Й Ц'ЬЛЫХЪ РАЩОН. ФУНКЦ1Й. 



П 



ности, каждая изъ элементовъ. изъ каждой системы образуется оим- 

метрическая группа и об'Ь системы комбинируются между собою всевол- 
ножными способами. Въ этоиъ случа-Ь 






при п = 4, в, 8, . . . , число значешй будетъ р = 2, 10, ^^5, .... 

'и \* 

2) г :=- 31 1 ! 1 , когда сушеутвуютъ три снстеыы неаервообраз 



мости, въ каждой по — элементовъ, изъ каждой системы образуется смм 
метрическая группа, кототорыя комбинируются между собою всевозмож 

, • ■ ^ ■ ■ 

ными способами. Въ этомъ случа'Ь 

п! 



р ! I " I 



п 
3* 



при п = 6, 9, 12, ... ; р = 15, 280, 5770, .... 

3) г = 3.( ^1 , когда три системы непервообрааности комбини- 
руются между собою съ помощью г[»уппы (§ 71, пр. 2.) 



г=[1 (у.у.У.)^ (у*у»уЛ- 



Въ этомъ случа'Ь 



___п! 



<;■)■ 



при п = 6, 9, 12, ... ; ? = 30, 560, 11540 

Изъ этого видимъ вакъ низш1Й пред'Ьлъ чиста р значен1Й «унвшй 
быстро ьозрастаетъ. 

§ 107, Съ помощью свойствъ, показанныхъ въ $ 103, равыщемъ 
первообразный группы, который со;1ержатъ подстановлешя изъ четырехъ 
элементовъ но ни одного изъ двухъ и трехъ. 

Одно изъ ПОДСТаНОВЛенШ въ искомой ГруПП-Ь будетъ $=^{ХаХ'ь) {^е^'4)- 

Такое подстановлен1е находится, какь 2-я степень подстан(»влен1я 



I- л • 
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§ 108. л) Къ первообразной групп* находится подстановлен]Я 

•^;= (^. ^.) (^, ^0 . ''^•*^ (^. -^г) {•^\ ^.) 

следовательно въ ней находится и подстановден1е 

< = -1 л* = (^. ^. -С ^\ .^,) 

а А \ 1 ( К I А/ 

И преобразованный подстановлен1я л'^ степенями иодстановлен1н Ь\ 

••»',= к -^з) к ^;) ^ ^;= (•^'. -^0 к ^'-.) . •^•.= (л ^0 (•«^. •^^ 
'*= {•^•. -^О к ^.) • ^'>'.= ( -^ ^.) к -^0 • 

Такъ какъ подстановлен1е I круговое 5-го порядка^ то по $ 72 группа (? 
степени п будетъ по крайней м-Ьр* // — 4 разъ переносная. 

Если п\_1 группа 6г будетъ перемежающаяся пли симмет^шческая, 
а следовательно не существуетъ группы предложеннаго свойства. 

Въ самомъ А'Ьл1>, если и<:7 группа (у будегь по крайней уЬр^ 
трижды переносная, следовательно есть въ группе (х подстановлен1е а 
не переносящее элемента х*, , а замеп^аюп^ее эдементъ х^ на х^ , а о?, 
на х^. Преобразовывая .^^ подстановлен1емъ, найдемъ 

Если Ха принадлежить къ элементамъ х^ , х^ , х; , х^ , то 5' съ На имеет* 
только одинъ об1ц)п элеыентъ. Если х^ п])инадлежитъ къ длеиентамъ х ^ 
х'^ , . . . , то ч' имеетъ съ каждымъ изъ подстановлен1Й одинъ только 
:-)лементь. Оба подстаиовлен1я ведутъ къ возможной Ф0])ие 8), намечеи- 
пая въ предъндущемь ^ и исключенная. 

Существуютъ, какъ легкс» видеть, при п = 4 две соответствующ1Я 
группы, но непервообразпыя. Следовательно Г1»уппы типа Л) существу- 
ютъ не более какъ для п-=.'^^ \и\\ п=в. 

8 10^>. 7?) Вь атомъ случае г/ь группе 6г находятся подстановлешя 

^^=^ к '\) (■^: <) ^ ^ = (^. ^^ (•^« •';; 

и комбииашн ихъ 

Съ помощью этихъ трехъ подстановлен1Й элементы -с, , л;^ , . • . , л*^ еще 
не связаны между собою пв/;е//ос«ос/лш, такъ какъ между х^ , х*^ и х^ , 
х'^,х . х^ нетъ еще ни какой гг.я;ч1. Следовательно въ группе должно 
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НО Од .-%: а^ ; сл-Ьдоватедьно найдутся п подстаноБлешя 5дТд(айТа)""^ = адаг^, 
который содержатъ только элементы х^^ ^;^ , . . . ,х„^\. Совокуиность 
этихъ иосл'Ьднихъ иодстановленШ образуютъ особенную подгруппу Н 
группы (х^ которая не изменяется преоб11азован1ями иодстановлешй 
группы 6г, ни подстановлен1ями груипы -, такъ какъ т^, То, . . . немо* 
гутъ им'Ьть никакого вл1ян*1я на группу Н. Следовательно 7/ есть также 
особенная подгруппа перемежающейся группы ^, т. е. он!; совпадаютъ 
8 81) Сл-Ьдовательно /Г=- есть особенная подгруппа группы (г, и Функ- 
Ц1Я ф будетъ перемежающейся относительно (п — л) элементовъ, чтопро- 
тивор-Ьчптъ гип(»тез'Ь. 

Н. Поэтому иаибольш1Й порядокъ груипы 6г будетъ равенъ произ- 
вёден1ю л! на иаибольш1Й порядокъ нт>кото[)ОЙ переносной группы не^ 
перемежаюп1ейся относительно и — т элемектовъ. Нааовемъ его чре;гь* 
72(11 — X), то наименьшее число значен1Й Функши г1 будетъ: 

и! ('*— ^0 п{п—1) . . . (м— А-|-1) 

Х!Л(»— X) ~ Я{п — \)' лГ " " ^'''^ 

Теперь надобно еще опред1}лигь К{п — X) наивысш1Й порядокъ перенос- 
ной группы, не перемежающейся изъ п — X элементовъ или наименьшее 
число значен!^ 

Л{н — к) ■ ^ ' 

переносной неперемежающейся Функц1и п — X алементов'ь.' 

Есди эта Функшя п — X эаементов-ь непервообразва, то пред10|(ев1е 
§ 70 дастъ сд'Ьдующее нанменынее число лначензй 



{н-к)\ 



^(„_Х)(„_Х_1)...|'*^.^ + 1 



Н [2 ("-*)!'[' '^ {г (''-■*)'[ 



(«У 



Подставляя это выражение въ [Л)^ получимъ наименьшее число зна- 
чен1Й Фуивцш ф 

«(п-1) . . . {«-Х+1) (»-А) . . . (**"-* +1 
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Сравнимь это числи съ наибольшимъ (а) и иосмотримъ не од-Влается ли 
[е] больше (а) нри и^ коего числовое значен1е и})евосходптъ изв-встный 
пред-Влъ, т. е. получитсн ли 

и(п-1) . . . (1*--Х+1)(/г-/0. . .(-^^^^ |!ф_1)..,(п-л+1) 

При возрастан'ш и будетъ 

п— л 

Ь 1 < м — к — 1 



сл-Ёдователыю надобт» показать, чк 



>^ — >• . \ ... ^^ — А , 



Это легко сд'Влать. написанъ кторую часть г.ъ Форм». 

Въ самол1Ъ д'Вл'Ь, первый множитель при воз1»астан1и н остается иосто- 
яннымъ, а отношен1е пе[)ваго членя ко второму, );о вторыхъ скобкахъ. 
им'Ветъ пред'Вломъ 

5. Пусть наконецъ Фуикц1я '!/, [и — /.) элементовъ, будетъ шриоиб- 
р(иная , соображаясь съ § 112, наименьшее число значен1й Фуншии 6 

будешь произведение всвхъ иростыхь чпселъ меньшихъ числа '^Ы — X). 

Означпмъ ;)То пропзги^дсни' чрезъ 



'^у-ч 



'' г « 



ьведемъ его въ (г). то папдемъ 






К 



Необходимо теп(![>ь дока^.ать. чкк дли достаточно Гииьшаго числа м, 
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числовое значен1е (а) будетъ меньше ((7), т. е. что 

р| Ч^-^) и 2).! (п-Х) (п-Х-1) . . . [п-к+1). 

Вторая часть увеличится, если вм-Ьсто важдаго изъ множителей Формы 
п — X — а, поетавимъ первый множитель п — X, но такъ какъ такихъ мно- 
жителей будетъ числомъ 1с — X, то предъидущее неравенство приметь 

Форму 

)1— X 



гд'Ь мы положили 



Сл-Ьдователъно 



Р(7) > 1 2 . (4) '• ^'- [^"^"^ 



2 (п— X) , 3 

—5-^-^ = 7 , а и— ). = — V 



1&>-(1Г'-' 



Но по теоревгЬ Чебышева между числами V и 2V — 2, если V>•3 есть 
всегда простое число, сл1Ьдовательно въ силу этого предложешя им'Ьемъ 

Р(2V)>VР(V) 
(2V)^"*=2^-^V^""* 

Р(2у) Р(у) у_ 

Льакое бы ни было числовое значеяхе перваго частнаго во второмъ член'Ь, 
всегда можно выбрать число ^ такъ велико, что первый членъ въ нера- 
венств'Ь 

Р(2*у) 



м 



'А^^Ж. ( ^ V 



можетъ сд1Ьлаться кавь угодно большимъ числомъ, надобно только взять 
у^2*^^. Этимъ предложете наше вполн-Ь доказано. 

Низш1е пред-блы выше полученные, еще высоки, но въ частныхъ 
случаяхъ могутъ быть понижены. 
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ГЛАВА ГШ. 
Частные случаи групп ъ. 

§ 114. Разсмотримъ н-Ькоторыя частныя группы, которыя будутъ 
намъ необходимы впосл1^>дств1п. 

Пусть г = р^ш будет'ь порядокъ группы 6г, р число простое. Изъ 
§ 28 изв-Ёстно, что группа О содержитъ группу Н порядка р^. Если а 
есть наибольшая степень числа р, содержащаяся въ порядк-Ь г, то т 
есть число взаимно простое съ р. 

Пусть -/ будетъ наибольшая группа, содержащаяся въ групп* О 
и перем-Ёстительная съ группою Я, следовательно ея порядокъ будетъ 
рЦ ^ гд11 / есть д'Влитель число т, а слЗДовательно число взаимно про- 
стое съ р. 

Прсг)ложенге [. Г[)уапа •/, кром* подстановленай группы //, не со- 
держитъ другихъ подстановлен1П, коихъ порядокъ былъ бы р} . 

Доказательство, Пусть (: будетъ подстановлен1е изъ группы «Т", не 
принадлежащее групп1^ //. Порядокъ группы 

{И..П 

будетъ равенъ произнеден1Ю ио^^ядки группы Ы на напменьш1Й пока- 
затель степени и(>дстановлен1и ^, которая найдется въ групп* Н. Такъ 
какъ группа (//, () содержится въ групп* ^'^ то этотъ показатель мо- 
жетъ быть только дЬлителемъ числа /, следовательно порядокъ подста- 
новлен1я ^, который есть число кратное показателя, не можетъ быть сте- 
пенью числа р. 

Следовательно буд'^мь имЬть 

у-/--1№)- (1) 

Со^:тавимь суикц'1Ю Ь, п|)П[1идл«^жа111ую групп* -/. Пусть 



•ъ. 



будутъ нначен'|Н :1то11 Фуншин. полученныя по,тсга;10влен1ям11 группы (? 
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Пусть вообще с]> будетъ значеше Функщи с}/, подученное игъ ^^ , прила- 
ганкъ ней иодстанов1ен]е о^ групиы 6г. 

Приложимъ къ ряду (2) вс']^ подстановлен1|1 групиы //. Если бы, 
наприм'Ьръ ф^, отъ этихъ подстановлешй не нзм'Ённлась, то группа Н 
будетъ принадлежать групп* аа~'Vад Фунвщи фд . Но групиа о^^^То^ со- 
держитъ подстановлешя порядка р} только Т'Ь которын происходять изъ 
подстановлешй группы Н^ содержащейся въ ^, 

Следовательно необходимо чтобы аа""Шаа=Я, а это противор'Вчит'ь 
иредположен1ю, что ^ группа перемФстительная съ //, между тъмъ под* 
етавовдеше аа принадлежитъ групп* 6г, а не ^. 

Следовательно подстановлешями группы Н значен1е 6^ будетъ свя- 
зано съ другими значен1ями Функщи ф. Число связанныхъ, такимъ обра- 
зомЪу значешй будетъ очевидно д'Влителемъ порядка групны Н^ следо- 
вательно степень числа р. Такимъ образомъ значен1я ф, , ф^ , . . . ф^ рас- 
пределятся на системы, ьъ каждой по ^г» значен1Й. 

Откуда 

к-1 = р\. , т = * (1>л+1) , г = р^'' (/>Х+1) (3) 

СА1ьдств1е 1. Все подгруппы группы 6г, порндка р^ пропсходят'ь 
Н8ъ группы Н, преобразован1емъ группы // подстановлен1»мп группы 6г. 

Док(1зап^ельспмо. Нъ самомъ деле, прпложимъ подстаиовлеи1я пре- 
образованной группы Ы' порядка р^ к'ь ряду (2) значешй Функц1и ф. 
Эти значешя числомъ Уа-{-1 снова распределятся на системы въ каждой 
по //'+р^-Ь/^ • . . 8начен1Й. Следовательно будемъ иметь 

/А + 1 = 7.'*+1>^ + />«+ . . . 

Это уравнен1е можегь тогда только удовлетвориться, когда одинъ изъ по- 
казателей а, &, с, . . . будетъ равенъ нулю, т. е. когда одна изъ системъ 
содержитъ только одно значен1е Функц1и 6. Пусть это значеше будетъ 
фо , следовательно 

Сл1ьдствге 2. Группа Н' получается изъ Н р^* иреобразоваи1ями. 
Въ самомъ деле, мы имеемъ 

откуда вндимъ, что П' получаетсн изъ Н р^^ преобразоваи1яин. 
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ж' — 1 = 0. Возьмемъ Фунвщю 

<р = (д|^-|-а)л;^-|-***^8Ч" • • • '\-(а^^^Хр)Р (5) 

(р будетъ циклическая функщя, принадлежащая групп'Ь 

6? = [ 1 , л- , .9* , . . . , .9'^^] 
Въ самомъ д'ЬлФ, прилагая къ (р подстановлен1е б'о будемъ им-^ть 

= (^;, + (0^, + . . . 4- со^'-^^у,)/' = ^. 

Следовательно ^ неизм'Ьняется подстановленхями группы 6г. 

Обратно, если для не зависимыхъ между собою элементовъ х^ , 
ж^^ . . . ^Хр имФемъ, прилагая подстановлен1е I 

?* = *, 
а следовательно 



р 



то изъ этого будетъ сл-Ьдовать. что подстановлен1емъ I изм-^Ьняется 

Я такъ какъ Функшя (р содержитъ члены Формы 

то необходимо имФть для каждаго числа ^ 

следовательно с{/ принадлежитъ группе О, 

Очевидно, что для г = ^ группы (} даютъ только одинъ возмож- 
ный типъ 12. 

§ 116. Разыщемъ теперь все типы группъ 12 степени и порядка 
РЯ.Ч Р ^ 9. чцсла простыя и р>>д. 

1) Первый типъ есть циклическая группа, о которой уже сказали 
выше. Она характеризуется присутств1емъ подстановлен1я порядка р^. 
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откуда легко вил'1&ть, что произведенхе 

8^ = (х/ X* х^ ' . . х,;^ х\^1 х\^4^п . . , л^р х?-^^ • • ) 

будетъ содержать вс11 р^ элементовъ нъ одномъ круг'Ь. Сл11довательяо, 
полагая ^~~1?^ = .ч' мы яайдемъ первый типъ циклическихъ группъ. 

4) Можно Предположить, что подстановлешя порядка ^ преобразо- 
вываготъ группу Н порядка р саму въ себя, такимъ образомъ, что пох- 
становлеше Ь порядка ^ преобрааовываетъ подстановлете .<? порядка р 
въ ^. Пусть 

3 — (х/ Х^ . . . X^') {Х* X*. . , Хр*) . . . (Х,^ Х^'? . . . Хр'^) 

по той же причин'Ь^ какъ и выше^ можно положить, что одинъ иэт> 
круговъ подстановлен1Я ^ есть 

К' < ^: ■ ■ ■ ^.')- 

Въ дтомъ случа* увидимъ изъ 

ЧТО подстановлен1е ^ зам'йи1аетъ 

х^ на ^„^1*1 '^^ на -^.з/тц-! ' •^'»-н1 "^ -^3^-1-11 • • • 
такъ что 

1=^{Х^Х^ . . . Х^'^){х'п^х^\а-*г\^\«'-^\ • • • -С^?-Ч1 • .•)••• 

рлли означенный кругь долженъ замкнуться послЗДнимъ элементг)мъ 
л?^ал^~Ц1 > то должно положить 

откуда видимъ во первыхъ, что </ есть делитель числа р — 1 (Ан. §107), 
а число а должно принадлежать показателю ^ по модулю |>, а такихъ 
чиселъ а есть ^ — 1 : сг^ , а^, . . . а^_1 и эти вс* числа сравниваемы ти» 
модулю р съ одною изъ степеней кокого нибудь изъ нихъ. Изъ 

сл'Ьдуютъ 

СхЬдовательно, если есть изм-Ьнен^е подстановлен1а <? преобразованхемъ 
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иидимъ, что 



Такъ какъ можно поставить ^ вм'Ьсто ^, то пзъ етого сд'Ьдуетъ что въ 
^ есть одно подстановденхе ^, которое, будучи преобразовано подста- 

новлешемъ ^, переходить вь н*которую степень Г* подстановлен1я ^. 

Тоже им*еть м'Ьсто, когда вс* показатели ^ вь ряду (6) будутъ 
различны между собою. Въ самомъ Д'Ьл'Ь, одна изъ степеней должна быть 
равна о, ибо не одна не можеть быть равна нулю, а изь 

^5 = з1^ сл-Ьдуеть .^"^(^з = ^. 
3. Поэтому можно положить, что одно подстановлеше 

< = (х/ Х/ . . . л/) (Д?/ X* . . . Хр) . . • [х^^ X/ . . . Хр^) 

преобразовашемъ ^ переходить вь степень ^^^. Первый кругь въ подста- 
новлен1и ^ должно предположить 

{х1 х^ х; . . . х/) . 

Если 7) = 1, то будемъ им'Ьть 

8 = (х/ х/ . . . ХР) (х/ X* . . . X/) . . . (Х;,* Х/ . . . Хр'') 
оС ^^ IX X Х_ • • . ) (X X X ■•.).•• 

.•^=(х;х-,х;. • . )(х>;х/. ..)••• 



Такимь образомь получпмъ р-^-! подстановлен1й 

которыя своими р — 1 первыми степенямп вм'Ьст'Ь сь подстановленхемъ 1 
ьполн'Ь опред'Ьляють группу У. 

4. Можеть случиться наконець, что 

въ этомь случаФ будеть 

.9 = (Х/Х/. . . X/) (Х^* х"а+1 Х'и^^1 . . . XV- 1+1 ^^Н»! • • •) • • - 
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Пусть д будетъ первообразный корень простаго числа р, то вс* первый 
р — 1 степени (Ан, § 109) 

д\ о\ .^, . . . , 9^-\ 9^-^=1 М[р) (1) 

будутъ различны между собою и можно положить 

Означимъ теперь I чрезъ 1^1 , то видно, чт(» ^|1 состоитъ пзъ д крутовъ 

Р — 1 
по элементовъ въ каждомъ. Въ самомъ д-Ьд!!, каждый изъ крутовъ 

подстановден1я ^{х замкнется^ какъ только будемъ им*ть 

ат'-\' 1 = а +• 1 ( Ир) , т'= д^ЕР. 1 (Мр) 

что случится первый разъ когда 

_р-1 



3 



Дал'Ье, если им'Ьемъ подстановлен*1е и^ не перемещающее х^^ а зазт-бша* 
ющее элементъ Хв-|-1 элементомъ Хад*лг^ , то 1\ г будетъ зам'Ьщать каждое 

Ха^Х на Хв^а|Х4- ?у^^ . 

Опред'1^лимъ аир такъ чтобы ар1-{"?^ было сравниваемо съ наимень- 
шимъ общимъ д'Ьлителемъ о) чиселъ }1 п V по модулю р — 1, то 

и тогда Ь^ и Ь^ сд'Ьлаютсн степенями Ь^^^. Продолжая такимъ образомъ^ 
можно ВС* подстановлен1я, не перемещающая г , выразить степенями од- 
ного изъ нихъ и и именно для того котораго д"^ есть наименьшая 
степень, находящаяся въ ряду (7), которой соотв^тствуеть н-Ькоторое 
подстановлен1е I, 

р — 1 
Вместе съ ^; находятся въ нашей группе и все его степе- 
ни. Такимъ образомъ группа определяется подстановлен1Ями я п Ьа т 

р (р 1^ 

содержптъ ^-^^ '- подстановлещй (§ 60). Число з можно произвольно 

выбрать между делителями числа р — 1. 
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ГЛАВА IX. 

Аналитическое преАставдеи1е подстаиовдеией. 

§ 121. До сихъ аоръ мы разсматрива^ш подстановден1я въ ихъ 
собственной ФОрм'Ь и изсд'Ьдоважи ихъ свойства, а теперь поважемъ 
какъ подстановден1е можно представить аналитичесвя. 

Пусть .4 будетъ какое нибудв подстановден1е изъ п Э1ементовъ, ко- 
торое мы представимъ одной буквой х съ индексами О, 1, 2, ... , п — 1, 

т. е. 

х, 

гд'Ь ^ есть одинъ изъ индевсовъ О, 1, 2, ... , п— 1. Ес^ш подстановже- 
ше 8 изм'Ьняетъ х^ на х^(щ) , гд*)^ ^{а) есть Н'Ькоторая Функщя отъ е^ 
то можно усдовпться представлять подстановдешя симводомъ 

Иодожямъ, что 8 залЕ-Ьщаеть а:^, л;, • . . , х„ на Хд, д?о , . . . х^, гд* 

^9 ?? Т? • • ' ' ^ ^У^^ "^^ *^ индексы О, 1, 2, . . . , п — 1, тохько въ 
ияомъ порядк'Ь. Функц1я '^[а) обусловливается тЬмъ, что для я = 0, 1, 
2, . . • , п— 1 должна им'Ьть значетя а, Р, у, . . . , 2 и этимъ она опре- 
деляется. 

Между Функц1ями, коихъ есть безконечное число, удовлетворяющи- 
ми этимъ условгямъ просгьйшая есть Функцхя, которую даетъ интерпо- 
ляц10нная Формула Лагранжа именно: 






ЬЩ 



ф'(0) ^{^-1)ф'(1) ' • • • ' (^-п+1)'Пп-1) 
функщя с{) обозначаетъ произведеше 

а '{^'(^) ея производну1р Функщю. 

Такой способъ представить подстановлен1я аналитически. им'Ьетъ 
весьма важное неудобство, именно: произведенхе 
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Доказательство. Пусть 

возвысимъ ^{^г^) въ т-ю степень и съ помощью сравнен!я 

* 
понидимъ въ немъ степени х', результатов этого будетъ 

Положимъ посл'Ьдовательыо въ этомъ сравненш ^==0, 1, 2, . . . , р — 1 
и результаты оложимъ, то иайдемъ 



г=0 ^=Л^ х=0 



Но известно, ЧТО При т<р — 1 



-=/'-- 1 



сл'Ёдовательно сравнен1е (3), заиьчая что 

г=р-1 



Уг^-'~р—1 [Мр) 



Х=Л} 



сделается, выбрасывая всЬ члены кратные модуля р 



у 



Но если Фувкщя '^(У) способна представлять подстаиовлен1е, то, какъ 
мы вид'Ьли, значен1я 

*(«) , «рСА) . *(2) , . . . , Ч{р-*) ^ 

должны быть ничто иное кйкъ индексы 0, 1, 2, . • . , р — 1. Сл'Ёдовательно, 
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сравнен1е (4) будетъ 

0'»+1"' + 2'"+ . . . + (/>~1)'" ЕЕ 4-1№) 

Но первый членъ при т<^р — 1 д-Ьлится на р^ следовательно это сравне- 
ние сд'Ьлается 

Обратно, если вс* коэффишснты 

^(1) .(2) Л^^'-'> 

^р—1 -) -^р- 1 5 • • • 5 "^р—^ 

сравниваемы съ нулемъ по модулю 2), то 

будутъ также сравниваемы съ нулемъ по модулю р. Это последнее видно 
изъ Формулъ Ньютона (см. Ан. § 131, 26). Следовательно сравнеше 
коего корни суть 

^(0) , ^{1) , <р(1) , . . . , »(р-1) 
Т. е. сравнен1е 

(^_.^(0))(^_.^(1))(^ -?(2)) • • • (*— К/'-1)) = 0№) 

будетъ иметь ВС* члены равные нулю, исключая первый и последтй 
т. е. будетъ иметь Форму 

'гР--аг^О[Мр) (5) 

Корни этого сравнен1я, будучи целыми числами, у довлетворяютъ и срав- 
нен1е 

^'' — ^ = 0(3/^)) 

а следовательно и сравнен1е 

(а_1)^^0(3/^)), 

Откуда следуетъ, что если а не равно нулю, то все его корни будутъ 
равны нулю, что не возможно, такъ какъ ср(-ег) р — 2 - ой степени не мо- 
жетъ обращаться въ нуль по модулю 2?, для р значенШ ^ : 0, 1, 2, . . . р~Л, 

ВЫСШАЯ 1ЛГЕБР4. 11 
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Сокращенная Функц1я О(^) еще сократится, если положимъ 

Г[с^) ^ аО (хг) 

и опред'Ьлимъ неопределенное а такъ, чтобы нъ Функц1п -Р(-^) коэффи- 
цДентъ у наивысшеИ степени ^е быль раненъ еднницв, при этомъ оста- 
нется еще неопределенное а, которымъ можно располагать какъ угодно. 

§ 124. Подстановленгя гиь пяти элементов?^, Сокращенныя Функц1н 
по модулю 5 могутъ нм'Ьть формы, сл'Ьдующ1Я какъ мы впд-Ьлп выше, 

О (/) = - (т) , о [/) = /(Ш) , о (У; =/-\- а. г [^пу 

Вторая изъ этихъ Формъ должна быть нс1;лючена, такъ какъ 

а третья даетъ 

{ О (^) ) ^= /+2а^'*+ а'/~ (1 +а') У+2г/ (Л/ 7) 

чтобы членъ не зависимый отъ л исчезъ необходимо положить а = 0. 
ВсЬ остадьныя услов1я выполняются Функ1иеп 0(/^ = /, откуда сл-Ьдуетъ 
что иодстановлен1я изъ пяти элсментопъ заключаютса въ двухъ слЬ- 
дующихъ ФОрмахъ 

гд-Ь а можетъ получить только зиачен]я 

а = 1, 2, ;5, 4 

а ^ п у значен1я О, 1, 2, Я, 4. 1>сего 120 ФОрмь, въ каждой пзъ нихъ 
^ должно получить зпачеи1Я О, 1, 2, 3, 4. Сл-Ьдовательно будемъ ны'Ьть 
120 подстановлен1Й 

§ 125. Подстановлен'т п.р, семи элементооь. \\ъ этомъ случа-Ь сок- 
ращенныя ФО{>мы могутъ быть только 

О {/) = ^3/7 , О (У) = фП) , Ыг) — / -I- аг (Л/7) , О (/; = .^*+ аг'^ Ы [М1) 

О (/^ -^ у_1_ а2-\- Ь/^ сг {311) . 

Изъ нихъ необходимо выбросить вторую и третью, ибо члены незави- 
симые отъ V находятся необходимо въ кубЬ первой и въ квадратЬ 
второй. 
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Въ четвертой Форм'Ь 

въ ея квадратЬ 

{^{»)]= ^Ч- аУ+ ЬУ+ 2а/ -^ 2Ь/+ 2аЬ/ (ЛГ7) 

чденъ незавясвмый оть я есть а, сж'Ьдовательно надобно подохнть 
« = 0(ЛГ7), откуда 

{^ и) = /4-1^ {ЯП) 
жубъ этой Формы есть 

{ Ц^) } '= (^*+ Ц"= ;?"+ ЗЬУ + 35У+ Ь'^^ 
(5'+ ЗЬ) /+ (ЗЬ*+ 1) (ЛГ7) 
СхЬдовательно необходимо положить 

ЗЬ*+1 = 0(ЛГ7) 
откуда 

Ь = ±3(ЛГ7) 

Такимъ образомъ им^Ьемъ дв'Ь Формы 

е(2:)=/4-з^ и е(д;)=/— 3^ 

во вторая изъ нихъ преобразуется въ первую, есхи подожимъ 

Г {г) = а'О (а-г) = а\а'/+ Зал) = ^*-|- За^ 

которая приводится къ Форм1Ь 

т(^)=^— 3^ 
похагая 

а^ — 1(ЛГ7) 

' т. е. есхи а есть хвадратичесшй невычетъ чисха 7. (Ан. § 112, 20). 
Такииъ образомъ нмФемъ рядъ степеней «унвцш О (^г) 



{9 (*)}*= 3/+' 



(ЛП) 
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въ нихъ ВС* усдовхя выполнены сами собою. Перейдемъ къ пос- 
л-Ьдней Форм'Ё 

О (^) = /^ а/+ Ьг*-^ С2 {311) 

приравнивая въ квадрат*, въ куб* и въ четвертой степени этой Функцш 
нулю независимый членъ отъ ^^ найдемъ услов1я 

2с 4- а'= О (ЛП) , Ь[г-\-6ас + Ь')=0{ЗП) (7) 

аЬ*+ ^Ь*^*+ 2 (2« + О (^ + 2^^ + Ь') = ^ 1^^^) 

второе изъ этихъ условхй удовлетворяется, полагая &^0(3/7), всл*д- 
ств1е чего третье усдов1е д*лается 

[2а + с*) (1 + 2ас] г-: О (Л/7) 
Зам*щая въ этомъ сравнеши с его выражен1емъ 

с = —1 а*=За^(3/7) 

полученнымъ изъ сравнен1я 2с -{-«*:^ О (Л/7), найдемъ тождество 

2 (а + а*) (1 — а^) ^ 2 (а — а'^ = О (3/7) 
в функидя 9 (^г) сд*лается 

О (^) = /+<!/+ 3**^(3/7) 

гд* а остается неопред*леннымъ, но которому съ помощью зависимости 

аО {7^) = /— ааУ-|- ^^*^'^ • 

можно дать значен1я а^О, а^Е^Л и а^^З. Легко пров*рить, что пятая 
степень нашей Функщи О (/) не заключаетъ члена независимаго отъ г^ 
такъ что посл*днее условхе удовлетворяется само собою. 

Иоложимъ теперь, что Ь не сравниваемо съ нулемъ по модулю 7. 
Въ этомъ случа*, первое изъ услов1й (7) даетъ 

— СЕЕЕЗа* 

которое подставивъ въ два сл*дующ1Я найдемъ 

3 _ За'+ Ь'= [ЗП) и а + а'= О (3/7) 
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откуда ии'Ьеиъ два р'Ьшенхя : 

а — О. Ь^±2{М1) 

ш 

а'= — 1(Л/Т) и Ъ^±1{М1). 

Откуда ии1Бемъ дв-Ь новыя «ормы совращенной «ункщп (1{г) 

О {г) ^ г' + аг'± ^* + За*^ 

гд'Ь а есть квадратный невычетъ чпеда .7« Давон^цъ пр^^^браэрдащецъ». 
сд1Ьданнымъ выше, этп дв'Ь Формы приводятся въ 

Такимъ образомъ всЬ подстановлешя пзъ 7 элементовъ 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6. 
чисюмъ 

!• 2. 3. 4. 5. 6- 7=5040 
можно представить Функщямн 

ае-\-} п аО(г + ?) + -^ (8> 

гд'Ь Фунвщя 6 (г) иодучаетъ Формы 

(9> 
2^*-{'а/'\'Яи*^г; (а вавое нибудь число). 

^в^-|-вг'ЧзУ-|-^'**'^ (а йевычетъ числа 7.) 

I • / ■ 

Въ Формахъ (8) а ложетъ полупить шееть; чаемнфыхъ дяачвн1#^ а^Р^ у 
могутъ кац^^^ре додзг!1цть до 1?еми злм^чещхй О, ;1,..2| ч^у14, 16, в. 

Такимъ образомъ лервая* изъ Фор!^^ {8)' да^тъ 42 подстаиовлеяпя^ 
вторыя 6. 7. 7 = 244, да функщя Й(;8г) им^Ьетъ 17-ть значенШ (9), ел*- 
довательно получимъ 

414-1914..17/р5р4Р 
ВС* подстановлешя изъ семи алементор^г. 
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§ 12(). Линейныя поОстановлсшя, ПереЙдсмъ къ лпнейнымъ подста- 
новлен1ямъ. 

Первая Форма динейпыхъ подстановлен1й есть сл-Ьдующая : 

.... = [г , хг + ^] [Щ (10) 

если ^ означаетъ ипдексъ у элемента х^ а символъ 

означаетъ, замЬщенте у элемента ^ нндексъ ^г нпдексомъ я^-}-р», коэф- 
Фишенты а, ^ взяты по модулю 2>-, Р простое число. Пндексъ з полу- 
чаетъ значен1я О, 1. 2. »). . . . , р—^^ а коэФФПц'1енты 

а = 1 , 2 , :^ , . . . , р^\ , ? = О , 1 , 2 , :] , . . . , р-! (И) 

Вс-Ь подстановлен1Я, полученный такимъ образохмъ составляютъ группу 
р-ой степени и р(р — 1) порядка, что это группа видно пзъ перемножен1я 
двухъ такнхъ подстановлен1Й 

гд'Ь чпсла аа^ и 3^а-г-!{, в:^..'1ты:1 по модулю р, находятся въ рпдахъ 
(11). Группа эта совпадаетъ сь группою § 120. 

Въ этой групп1> заключается дв-ь группы 

степени и порядки 2>. Это группы 12. 
Если въ подстановлен1П 

[ * , а.- + ? ] (-1/^)) 

дадимъ чпслу а только значения 

ГД'Ь ^ есть первообразный корень простаго числа р^ то получимъ груп- 
пу степени р и порядка р ^ , о которой было говорено выше §119. 



1в8 



СХАВА IX. — АИАЛИТИЧЕСКОВ ПРЕДСТАВДВНШ ПОДСТАНОВДВШЙ. 



§ 127. Дробная линейная Форма подстановженхй, заиючающая 
предъидупця ц1шля линейныя, есть сд^Ьдующая 



5 = 



Т* + ^- 



[Мр]. 



(12) 



Въ этой Форм'Ь индевсъ а долженъ получить значешя О, 1, 2, 3, • . . , 
р — 1, 00, сл'Ьдоватехьно подстановлещя составлены изъ р-\'1 элементовъ 



^0 Ч ^1 Ч ^* 5 • • 



• 9 ^Р'Л ) ^( 



оо • 



Чтобы показать кавимъ образоиъ составляется подстановлеше возьмемъ 
яаприи'Ьръ 



[ 



З^ + б " 



(Ж7). 



Если индевсъ ж подучить значев1я 



то фуокщя 



= ,1,2, 3,4, 5, 6, СО 



5ж4-3 
Ъл + 2 



подучить соотвФтствеиво значешя 



(13) 



3 1 


6 4 


2 


28 


5 5 


2 ' 5 ' 


1 ' 4 ' 


14 


у 17 » 


20 ' 3 



а взятыя по модулю 7 будутъ 



2 ' 5 ' ® ' "^ * ^^ ' ^ ' 6 ' 3' 



Чтобы получить соотв^Ьтственные индексы дробямъ 

3 15 6^ 

2" ' '5' ' 6 ^ 3 

надобно р^Ьшить сравненхя 

21# = 3(ЛГ7) , 5и = 1{М1) , ви = Ъ{МТ) , Зи = 5(ЛГ7) 

что даетъ сл^Ьдунццхя числа 

3,3,2,4 
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сл-Ьдовательно подстановлен1е (13), будетъ 

^. ^. ^. ^. ^оо ^в ^, ^. 
V. ^0 ^'| ^г ^, ^4 ^, ^. ^со ^ 

яли 

Изъ Формы Функщи 



(13') 



видно, что каждой систем* коэффищснтовъ а, ^, у, 8 соотв-Ьтствуетъ 
только одно значен1е, но обратно данному значешю (13') можетъ соот- 
в-Ьтствовать н-Ьсколько системъ т'Ьхъ же коэФФИц1ентовъ. Чтобы этого 
дзб'Ьжать, составимъ разность 

аЗ - У[ 

которую будемъ называть опред'Ьлителемъ подстановлен1Я 5. 

Если эта разность есть число положительное, разд'Ьлимъ числителя 
я знаменателя Функши (13') на ^/ао— ^•^' , а если отрицательная, то разд*- 
лимъ на 1/^-^— 1§ . Тотъ же опред-Ьлитель, составленный изъ новыхъ ко- 
ЭФФиц1ентовъ будетъ удовлетворять сравнен1е 

аг-?у = ±1(Л/^>). (14) 

Если бы дв* различныя системы коэФФицхентовъ з, Э, у, 8 и а^, ^^, у^, 5^ 
давали одно и то же подстановлен1е, то 

у^ + З У.Д + ^с 

полагая -0г = О, г = 00, г-=- ^, ^ = найдемъ, что предъидущее 

Т 
равенство можетъ им-йть м'Ьсто только при 

а,=1:а , \^} , у.Е=у , 5^ = 3(3/^;) 
и при (16') 

\ = — ^^ ?.^ — ? 5 Т.= -Т» г^ = -3(3//;. 

Сл-Ьдовательно, давая вс* значен1Я коэФФиц1ентамъ а, ^^ У^ ^ отъ О до 
р — 1 будемъ им'Ьть всегда только дв-Ь системы, дающ1я одно и тоже под- 
егановлен1е. 
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Сравиен1е (14) требуетъ, чтобы опред-Ьдитель «8— ^ру ие бьцгь ра- 
венъ нулю. Эта разность не можетъ быть равна нулю, питому что при 
этомъ УСЛ0В1И подстановлен1е з было бы не зависимо отъ индекса -? (см» 
Лн. § 56). Сл1>довательно для того, чтобы (12) представляло подстанов- 
лен1е необходимо 

Посмотрпмъ теперь, когда подстановлеше не перем-Ьщаетъ одинъ. 
изъ индексовъ? Это бываетъ тогда когда 

откуда 



4 1 



7л'-г(5— о)* — ?=0(Л/р) (17) 

этому условию соотв-Ётствуютъ четыре рода подстановлетй з. 

1. Корни сравнешя (17^ мнимые, что имЪетъ м-Ьсто, если, прини- 
мая во внимаиЛе (14), выраже»1в 

будетъ квадратичный невычетъ просраго.шкиа^^р.. Въ.атрмъ случае под- 
становлен1е (12) перем'Ьщаетъ всЬ индексы х^^ х^. а;, , . . . , Хр^г , х^ . 

2. Сраввен1е (17) имМ1гь. равные корни, что будетъ им'Ьть м']Ьсто^ 
когда, при условш (14), 

=^ ) V 1 - 0.(Л(1,) 

Въ этомъ случа'Ё, подстановлеше (12) не перемЪщаетъ одинъ элементъ. 

3. Сравнен1е (17) им'Ьетъ два д'ЬВствнтельные неравные корни. 
Въ этомъ случа'Ь и при условш (14), выражен1е 



Ш'-. 



будетъ квадратичный вычетъ числа р, и подстановленхе (12) не переи'Ь- 
щаетъ двухъ индексов"^. 

4. Наконецъ сравнен1е (17) удовлетворяется тождественно, а 'ЭТО 
будетъ им'Ьть мфсто, когда 



Въ этомъ случа'Ь подстановлен1е (13) не перем'Ьщаетъ элементовъ — оно 
равно II 
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Чтобы ариеметическое подстановленхе не перемещало элементовъ необ- 
ходимо 

такое подстановлен1е есть единица. Настоящая группа прпнадлежитъ 
группамъ 12, воторыя мы разсматривали выше. 

Легко видеть, что 

8а^а^,,.ап = ^^^1,0, 0,..., О ^%,1,0,...,0 • • •» ^'"о,0 1 (22) 

поэтому можно означить группу символомъ 

о = { 81,0,. ..,0, ^1,0 о 1 • • • ? ЧО 1 } (23) 

Подстановлен1я 

^1, о, о, .... о 1 ^0, 1, О, .... О » ^0, 0, 1 , О ^ • • • ^ ^*0. О, ... ,0, 1 

очевидно перем^Ьстительны, а следовательно и всЬ подстановлен1Я груп- 
пы О также перем1>стительны. 

§ 131. Разыщемъ самую общую Форму подстановлешй 

переместительныхъ съ группою С?, для которыхъ пм^еть, следовательно. 
иесто уравнен1е 

а^, 12 , . . . , Он 1^1 ' ?2 » • » • • Р» 

Надобно подстановлен1е 5, ^ ^ последовательно положить равнымъ 

(22). 11одстановлен1е 

Ь~^3\,о.{) 0^ 

замещаемъ 

^к(^. , ^. . • . • . ^»0 и а '^'//^+1 , -^^ , . . . , ^.) 

следовательно при 1 = 1, 2, . . . . , п Оудемъ иметь рядъ сравнешй 

?;.(^.+1 5 ^. , • • • . ^") = ^л(-^ > ^. , • • • , -г"-) + «). (^/^) 

точно тоже и для подстановлешй 

^0, 1,0, . . . ,оО ) ^0,0, 1,0, .. ..о ) • • • ч ^0.0 0,1 

будемъ иметь 
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Полагая {р;(0, О, . . . , 0) = й), , изъ этого уравпеи1я и изъ предъидушихъ 
сравнешй найдемъ, что ^-^ есть ФунЕц1н линейная съ постояннынъ чи- 
сломъ Ь^ , т. е. 

ел-Ьдовательно подстановлеше ^ будетъ им-Ьтб Форму 

^ = Г-з^, , -^ ,•••<) ^и ; «/1+Ьл+- . -4- V'» ^ «Л+^^^+- • •+^Л' ;••••] (24) 
которое изображаютъ и въ Форм* 



1 = 






-е-» , ««-^,+ ^«•2'.+ • • •• +-с##^1« 



(25) 



^ * • 

Легко вид'Ьть что обратно всЬ подстановлешя этой Форми преобразуютъ 
группу Сг саиу въ.себя,* напрпм'1&ръ ^ преобра.'^^етъ 

«.(^.+1) + Ьа + • • • + ^Л + й.. • • •] 
т. 0« въ ариемегпческое подстановленхе 

Умножая сл1)ва пидстановлен1е ^ на 



Г-1> 



"1 1 ^2 1 • • • 1 ®»» 



5 * •» • 



^ преобразуется въ ^' 



• • • > «/1^,+ ^"^*+ • • • -^-Си^и] 

Такое подстановленхе Еоши назвалъ геометринескимь. 

Изъ этйю сл]ьдуетъ^ что подстановлетя геаметрическгя вмтьстть съ 
ириеметическими^и только эти^перем)ьстительны съ группою ариемспШ' 
ческихъ подсМШовленгй. 
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1Г7 ** 
4о 



§ 132. Посмотрпмъ теперь могутъ ли постояиныя а) , Ь; , • . . е) быть 
выбраны произвольно. Легко нидЬть, что они должны подлежать пз- 
в^Ьстному ограничен! ю. Это ограничен1е нытекаетъ нзъ того, что элементъ 
^ч ) ', ^ • • • э 'п "^ должснъ нзм'Ьниться Бъ тотъ Же самый элементъ, напри- 
м^ръ въ х^ г " пока всЬ ^г* . ^ , . . . , ^,, ие совпадаютъ почленно еъ 
С , ^^, . . . , !1„ , пли другими словами: дана опред-Ьденная спетема чпселъ 
п, 1 ^ , • • . , ^<. необходимо, чтобы нзъ системы сравнен1й 



«.•^"о + ^'^-^ + • • • + ^г"" -- ^ 



(I л ^ I '^ »^ . 1 ... I ( л п - 






{М)») 



и„г^-\-Ь.,г^-\- с . . -\-с„г„^=г 






зюжно было получить определенную систему чпселъ г^, -^^ , • . . , «с^, . 
Выразпмъ аналитически это ограннчен1е. Пусть 



^. , «Л+М.+ 



Г ^/'« 



^ — 



то ^^^ оудетъ 



«^^ . «Л-г^Л 



'З'п , «»'2',-|- Ь,,^^ 



+ (^/п 



(М)п) 



. + с,,г„ 



^.^. + Ь.^, -{-...+ с-,, , ^'^ 



^-1 = 



^''/. -Ь ^л + • • 



^.^п , '3', 



(ЛАн) 



(26) 



откуда 



^^М"^! I '''л'^^ , ... - I Сц^,( , 2 ^^ 



1-^ = 



1 />?Л 



-. ' Л 1 (1а ' ^ 



Д 1гЧ 






(1а '' 



^1 •) 



• )1 5 



ди/с. 



^с 






/ 






(Л/м) (27) 
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гд'Ь А есть опред'Ьлитель 



^1> ^1 • • • ? с, 
«,^ ^9 • • • 9 ^, 



^Й Э ^^14 9 • • • ) ^' 



г=А. 



(28) 



Изъ (26) п (27) сд'Ьдуетъ, что наибодьшШ общгй яЪхятежь т^ чисехъ- 
т и А есть вм'ЬстФ съ тФмъ и д'Ьдитель чисе^^ь 



(7А (7А 



Ла^ ' йа^ ' 



• • • 



ЙД 



Въ самомъ дЪхЬ, если бы это не лыЪю м-Ьста, то можно опред^Ьдить ^ 
С^ , . . . , Сн 5 такъ что сумма 



Оа 



Ла 



(2а, 



г» 



сделается общинъ ваибольшонъ д'Ьднтеленъ чнсехь 









в тогда выраженхе 

1 (01 
А1(1а. 



<7Л 



<гА 



^^. + 5^;+. . . +1^^ 



Ла, 



\{Мт) 



(29) 



не будетъ им^Ьть смысла. 

Обратно, изъ (27) схЬдуетъ, что наибольшШ обпЦй д1Ьлите1ь т^ 
чнсехь ш и 

г7Д а\ а! 



йа/ йа/ 



• • • 



' аа. 



додженъ д'Ьднть и А, ибо есдибы это не им-Ью м-Ьста, то въ (29) невоз- 
можно было бы выбрать С, , С, ) • • • 9 См такъ чтобы число (29) было 
взаимно простое съ ш. что необходимо для того, чтобы ^^^ было под- 
становлеше. Сл1Ьдовательно х^=^\^ назовемъ ото значете чрезъ х ж 
положимъ 
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то будемъ йм-^^ть 



1 ^ ^ 



(30) 



Съ другой стороны имЪемъ 



Л"-1= Г-:5)"-'= 









< • • 



' а 



Т. 



= Т"/> 



•откуда 






г'-ч2>. 



• 7 » >' 



Откуда видпз1ъ, что 5 не взапмно простое число съ т, Ко всякомъ 
случа* общ1Й наибольш1й д-Ьлитель чиселъ т и 5 содержитъ всъ простые 
множители содержащхеся въ т, иазовемь его чрезъ т. Изъ (30) можно 
вывесть т-Ьжс заключеи1я какъ и съ (27). Число т' будетъ также общимъ 
наибольшимъ д-Ьлителемъ числа ш и чиселъ д^ , я^ , . . . , д„. Следова- 
тельно пм15еыъ 



Л 



/— 1 Г' Г 



7 •»» ) >/ 1^1 -«с I ^» ''*~Т~ • • • "Т" ^и пм ] 1 



>/ 



?/;+?;;+ • • • -г?--)- • • ] (^'«) 



п 



-- ' 



д«-'=(гг'5')"-'^ 



»)*•'</ 

к ь 






• ^ V» 



• ' и 



= т"т'"7) 



откуда 






г'"-1=тт'1>\ 



Следовательно и V им-Ьетъ общаго делителя съ т отличипго отъ 1, 
если 1* не равно единице, а следовательно и т. Следовательно о' содер- 
жигь все простые делители, содержащ1еся въ т. 
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Такое разсужден1е можно продолжать неоаред'Ьленно, во тахъ кажь 
Д**-1 есть ЧИС10 конечное, то это не можетъ цм'Ьть м'Ьста, схЬдоватехьно^ 
чтобы ^ было подстановлеше, необходимо лм^Ьтъ т = 1, другими словама 
Лит должны быть числа взаимно простыя. 

§ 133. Это услоше и достаточно. Въ самомъ д'Ьл'Ь, изъ сравненШ 



жяЪеъ1ъ 



^'*^1+^'"^*+ • • • +^/|^м=ч„ {Мт) 



А,._^\+^С+...+Ас.(1Г„) 



(1а. 



<{а 



(?о» 



^=§^+^6-'^.+ • • ' +ж^-(^'») 



А^.= ^^+^^+..-+^^С.(Л^-) 



Л?. 



<2е. 



|{Л 



а 8ти сравнен1Я,*когда А и т не им-Ьютъ никакого общаго д'^^лптеля, до- 
пусваютъ одно и только одно р'Ьшеше, хакъ легко уб'Ьдиться, полагая 

1 

-^6 {Мт). 

Изъ всего схазаннаго вытекаетъ сл'Ьдующее предложеше. 
Предложенхе IV. Чтобы выражен1е 



« = 






^ш ; в«^|4" Ьцл^! + • • • '+'^^» 



представляло геометрическое подотановлен1е необходимо и доотато!1аа^ 
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чтобы определитель 



Д = 



^1 > ^, > • • • -) ^1 



^/1 1 ^'/^ 5 • • • ? ^» 



И модуль т был! числа взаимно простыя. 

§ 134, Теперь опред-Ьлимъ число г геометрпческихъ подстановден1Й 
по модулю т. 

Означпмъ символомъ [ш,р] число различныхъ способовъ определить р 
чиседъ меньшпхъ отъ ж, коихъ общШ наибильш1Й д'Ьлитель быдъ бы 
число взаимно простое съ т. 

Пусть V будетъ число геометрпческихъ подстановлен1й 

который не переносятъ первый пндексъ ^^ , пусть т^ будетъ подстанов- 
ден1е, которое замьщаеть 2'^ иидексомъ « ^^-1- Ь»-^,-}* • • • ~Г ^^^^* ^ очевидно 
что всЬ подстаповлеи1я 

произведу тъ тоже и всЬ будутъ различны между собою. Пусть т^ будетъ 
110дстановлен1е зам-Ьщающее ^р^ на с^^^^^-\- Ь^^5^^-{' ... -I- с/-в^„ , то 

^5 V-? V»' ...» т,^ 



будутъ подстановлен*1Я, производящая тоже и различны между собою. 
Продолжая такимъ образомъ мы псчерпаемъ всевозможныя подстановле- 
н1я числомъ г, умножая V на число подстановлешй 1, т^ , т^ , . . . 

Выборъ чиселъ а^ , Ь^ , . . . , с^ ; а/. Ь/, . . . , с/, . . . ограничи- 
вается т-Ьмъ, что числа каждой системы не должны им-Ьть ни какого об- 
щаге д-Ьлителя съ числомъ т. Сл'&довательно число такихъ системъ чи- 
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СХДВА 1Х«<^А9АЛНТВЧЖ0(ВОВ ПГВДОТАВЖЕШЕ Ш)ДСТАиОВЛ1ШЙ. 



Подстаиовдешя ^ им'Ьютъ Форму 



< = 



*1 ' I 



^/5 «Л + Ь/,+ • • • +^н^. 



'^..; ««-8^4 + Ьп^е^^ + • • . +Сп^п 



{Мт) 



тавъ какъ а^^ а^^ . . . ^ ап не входитъ въ определитель Л этого подста- 
вавдев1Я, то он^ могутъ быть выбраны провзвольно т'*^"^ способами, 
числа же &,..., о подлежатъ услов1Ю, чтобы опред'Ьлитель 



^в » • • • 1 ^1 



о, , . . . , с, 



• • • • • 



^'и ? • • • 1 ^и 



былъ число взаимно простое съ т. Пусть такихъ системъ будетъ /, то 



г === [щп] т^^Чг\ 

Но / для подстановлен1Й съ (п — 1) индевсами им'Ьетъ тоже значен1е 
навое им'Ьетъ г для п индексовъ по модулю т. -Следовательно 



где г^ имеетъ опять тоже значенхе для п — 2 инденсовъ и такимъ обра- 
зомъ будемъ иметь навонецъ 

* 

И^-^ откосятев тоАно жъ одному индевсу следовательно И**-^=±:(т,11, 
отвуда 

г ;=:; [т,п] т*»*^ [т,п-н-1] 1н"-* . . . . [т,2] 111.[т,1]. (31) 

$^ 135. Остается определить еяивол^ [^)Р]- ПусФЬ т:=^р^р^1 . . . ур$р^ 
суть простыя числа. 

1. Для этого сосчитать т? системъ величинъ, воторыя можно дать 
р числамъ меньпшмъ т. 
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2. Отнять вс-Ь системы ведичпнъ чпсломъ ( ) , которые им-Ьютъ 

Л» \^ 

оощимъ Д'Ьлптелемъ р\ отнять — чнселъ, пмЬющпхъ д-Ёлителемъ р 

\Рг 1 

И. т. Д. 

3. Возстановить систему величинъ чпсломъ ( — 1 , которыя им-Ь- 

ютъ оощимъ Д'Ьлптелемъ р п^)^,пбо, посчитавъ ихъ одпнъ разъ, он* 
были отняты два раза и т. д. 

Такимъ образомь найдемъ 






\ ' 






Пзъ этого слТауетъ, что если ш-=^щ^ гдЬ ^' и а^ суть взаимно простыл 



числа, то 



[ш,о] = [^,р][^^, р]. 



Если т = р^ р простое число, то очевидно 



1Р.Р1=^,?(1- А) =;>?-!. 



Такпмъ образомъ (32) даетъ порядокъ геомет^шчеспой г[>уппы, если 
т=р^ р число простое 



или 



^^=(р«—\)р^^-■^{^)«-■^—1)р^^-* . . . (/— 1) 2) (р — [) 

г={р"—1)(^>"-р)(р''-р') . . . (р"— ^^"-^). 



(32) 



Эти Формулы прпнадлежатъ Галуа (Оа1о18). Степень этой группы равна р**. 

Легко впд-Ьть что линейная группа степени т" содержитъ подста- 
новлешя, которыя не переносятъ только элементъ ^^ 1 о 5 о ; • • • 

Въ самомъ д-Ёл-Ь, сравнен! я 
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р^^шающаго уравненхя вытекають тъ овоКств'ь груаоъ и висъ фунвщй^ 
изложенвыхъ въ У1 глав-Ь. Вь самомъ д'бл'Ь, группа Фунвцш (2) есть 1^ 
оиа перем'Ьстительна съ симметрической группой, сл-Ёдовательно (§ 97) 
БС'Ь звачен1Я ФунЕц.1а (2) суть рацюнальныя Функцш одного изъ нихъ. 
Корни же л;^ , х^ , . • . , л?а ураввея1я (1), катгь рац1она1ъяыя Фуякк1И^ 
выражаются рацхонально въ линейной Функцхи (2) (§ 95 прд. VI). 

Такимъ образоиъ видимъ что р'Ьшев1е уравнешя (4) дастъ и р'Ь* 
шеше уравнении (1), при этомь необходимо найти только одинъ корень 
разр'Ьшающаго уравнен! я (4). 

§ 139. Это свойство разр1>ш^Ю1цаго уравненш Галуа доказываетъ- 
еще сл'Ьдующимъ образомъ. 
Пусть 

У. = яЛ + ^.+ • • • +^'-^н (47 

будетъ лднейная Функщя корней уравнешя (1) тажъ выбранная, что ве& 
ея «1 аначешй не равны. 

Пусть у, , у. , . • ^ , У}1 будетъ >1 = 1, 2, 8 . . . (н — ^1) аначенгй Фунв-^ 
Ц1Й (4'}, когда въ ней перемещаются всЬ корни. 5Р^ , о:, , . • • , ^г», иок^по- 
чая х^ . 1131» этнхъ аначешй образу емъ уравнеме 

(У-уО(^-У.) . . . (У-У^ = (5> 

жоего кориц будутъ всЬ различны, а воэффиш^ты будут;ь симметр^чес^ 
к1я функцш корней уравнен1Я 



/М. = о (6) 



X — X 



ращональныя въ коэФФищентахъ а^, а^ , . . . , а» уравнешя (1), его кор- 
ня х^ и а^, а^, . . . , Ац. Следовательно уравиеше (5^ можно напи- 
сать въ Форм'Ь 

ф(у,х^ = (7> 

гд'Ь Ф{у^х^ есть рац10нальная'Функц1я количествъ у и ;1;^. Зто уравне* 
ше^ очевидно, удовлетворяется при у=у^ т. е. будемъ им'Ьть тоязде-^' 
етвенно 

омуда- ' сМ]1(Уегь, «гМ ураваев1е 

'■» 
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въвоторомъ жоэФФящевти будутъ рацшиажьлыв «уикаш во9Ф«н1це»товгь 
ураввен1я. 

Лерво показать, что подетановлешя 

(? ; 1 , а, , а, , . . . , а. (17) 

составляютъ групиу. Въ сямомъ Д'Ьл'Ь, полянонъ (16) съ р4д1он8игьй1Ми 
1;08ФФИЦ]ента«и не доджеяъ изм'Ьняться, лрвлагая въ нему вав<ге йибудь 
изъ подставовлев1й (17), вапрпм*връ Оа , всл'Ьдствхе чего помнош1& (1в) 
сд'Влаетея 

чтобы этотъ НОВЫЙ подикояъ былъ тождестгеиъ* съ (16) необходимо^ 
чтобы подстановден1Я 

бьип также въ ряду (17), сл'Ьдовательно рядъ (17) составляетъ группу. 
КоэФФЯцхенты полинома (16) суть функцш симметрпческхя значен1& 

Ус ) Ув ^ Уа, . • • • » Уог Щ 

го не корней уравнешя он-ё не изм'Ьняются подстановленхями группы (17 
(§29), сл'&довательно эти Функд1и, разсматриваемыя вакъ функдхнхорней х^у 
х^, , . . , Хм даннаго уравнешя (12), принадлежать групп'В (17). Изъ этого 
сл'Ьдуетъ, что всЬ Функщи принадлежащхя групп'Ь (17) буд^'тъ выражать* 
ся рац10нально въ коэФФишентахъ уравнен]я (§ 91, предд. 1). Пусть, 
одна пзъ нихъ, вакъ представитель класса, будетъ 

I 

относительно ея мы будемъ говорить, что она присоединена къ данном|р 
ураввен1Ю. 

§ 142. Для образованхя полинома (18) было выбрано ^начен1е у^ 
Фуякц1и (14) произвольно, другхе полиномы Функшя (15) найдутся, есдк 
выберемъ одно изъ значенШ Функцш (14), которое не входитъ въ со* 
ставъ значен1Й (18) шюрям'Ьръ у' и оъ нимъ поетупимъ точно тавъ вакъ 
с ь значен1емъ у^ , такое д'Вйствхе даетъ другой полиномъ 



Г,<«>«:(у-1г.0(у-у,') . . . (у~у'г) (19> 

въ которомъ коэФФишенты будутъ также рац10яальныя Функц1и коэффи» 
д1е&товъ уранешя (12). Продолжая подобньшъ обраэомъ мы разобьем'ь 



192 ГЛАВА X. — Р«ШЕШ8 АЛГ«8РАИЧКСИ№Ь 7РАВЯВ81Й. 

ям^егь заV'Ьчате^гьяое свойство, кавъ мы повадми въ $ 138* что каж- 
дый 11дъе1ч> верней есть рацюваяъяая •ункц1я одного я» тахъ. Теяерь 
докажемъ весьма важное свойство яесократямыхъ уравяеяШ, воихъ яоряя 
связаны выше упомянутой заэвсамоетью въ разр'1кшаи>|це|1ъ урашен1н. 

Прб&ломете 11. Бели норна х^^ х^ ^ . . . ^ х^ даияаго неовжратя- 
наго ураовяета 

я*) =г= о 

<)Я93|шы завнсвхостью 

^. = 'Ф) ^ ^. = *.(^,) , • • . . ^п = ?«(-г,) '(25) 

то грудаа принадлежащая уравнешю будеть пзъ класса группъ &• 
Доказательство. Въ саиомъ д'Ьл'Ь, уравнешя 

ям'Ьютъ обпцй корень х^ , а следовательно пъ силу несократимости урав- 
нешя ((х) = о, второе пзъ этихъ уравненШ буДетъ пм-ёть корнями и 
х^ ш Хщ « • • • • м^ц , а также и 

т, «. «вообще 

4(удетъ корнемъ уравнешя. Если бы мы илЪли 

*а{Тт(^|)}===?р{?т(^*)} ("Р^^ *-^?) 
то уравнен1я 

{{х) = о и :(^{х) — ?р^(^) =?. О 

им'Ьли бы оби;пмъ корнемъ не только ^..(^^, но и каждый аз*^ корней 
яесократимаго уравнен1я Дх) = 0, а сл'Ьдовательно было бы 

что невозможно, тавъ вакъ уравнен1е ^х) = О равныхъ корней не ам'Ьетъ. 
Поэтому рядъ 

^т у 'Фч) » Фд » • • • » М (26) 

«овпадаетъ съ рядомъ 

^ь у Ф^ у Ф^) ) • • • • ^ *«(^*) (27) 

лсключая порядка посл1^довйтельности. 
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§ 147. Въ силу пред. II групаа разр'Ьшающаго уравнен1я 

принадлежать къ классу группъ Ц, которая разыщется точно такъ вавъ 
было показано въ упомянутоыъ преддоженш. Црим'Ьромъ могутъ служить 
группы (7 и Г уравнешй третьей степени /*(а:) и его разр1)шающаго 
шестой степени Л[у) = 

е= [1 , {х^х;) , {х^х;} , (х-^^?,) , (.г д;,^-,) , (х^х^х,)] 

(28) 

Г = [1 5 (у.уО(у,У|)(у.у.) 7 {;/,уЯу*уЯу»у,) у (у. у*) (у, у.) (^* у.) 

{УгУ,У)(]/*У.У^ 5 [УгУгУ^[У.У.У^^' 

Пр. 1: Пусть данное уравнеше 3-й степени будетъ 
Мы нашли (Ан. § 249), что корни этого уравнен1Я х^, о;^, , х^ свяаавы 

уСЛ0В1Я11И 

т. е. его корни суть 



XX X 

I • I 



ввмъння х^ на х^ будемъ им1Ьть 



ИЛИ 



*. 


*. 


*. 


иенФаяя а;, на «, найдемъ 






*.> 


«рС^О» 


<р'(*0 



^ ^ /у 

принимая перестановлен1я 

X ^ X * X I X ш X » X I Х.Х.ЛГ 

аа подстановлен1я, коихъ элементы суть корни уравнешя будевгь ииФть 
группу подстановлешй 3-го порядка и степени 

1 , (х, х^ а?,) . (а?, а:, 2?^ 
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которая принадлежать данному уравионш. Этой групаЪ принадлежитъ 
двузначная Функц1я, коей квадратъ есть симметрическая Функщя 

<{^- ^^' {■^\ - ^.У к- ^,Г = 0'+ ш' 

съ помощью которой выражаются всЬ двузначныя функцхи и кубъ (§ 56) 
шестизначной х^-\-2х^^ 2*.г^, какъ функцги двузначноГ! 



откуда 



о=}/|(^ 



Ф^+ ^.+ ='Ч) = г т (С + ]/вЧ- 4Я') 



присовокупляя къ этимъ уравнеп1ямъ еще 

найдемъ изв1Ьстное р"Ьшеп1е кубическаго уравнен1я. 

Обратно двузначная Функщя кубическаго уравнен1Я (55) \ известна, 
ея группа будетъ перемежающаяся 

1, (12 3), (1 3 2) 

коей степень и порядокъ равны. Эта переносная группа принадлежитъ 
къ классу группъ И. сл'Ьдовательно въ силу § 143 корпи уравпеп1я вы- 
ражаются рашонально въ Функц1и одного пзъ нихъ т. е. между ними су- 
ществуетъ зависимость 

§ 148. Мы назвали разрЬпгающпмъ уравнен1емъ даннаго уравнеп1Я 
[{х)г=^0 уравпен1(' п\ степени р'(}/)-=0 если оно несократимо или его 
рациональные несократимые дЬлптелн. въ противном ь случаЬ, но можно 
обобщить понятие о разр'Ьшающемь уравнен1п, называя разр1)шающимъ 
уравненхемъ уравнен1е р-ой степени 
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Симметрическ1я Фунвцш этихъ значен1Й изв'Ьстны въ Областя рац10ва1Ь' 
ности уравненхя /*(х) = 0, а сд1&довател>но и воэФФИЦ1енты ураввешя 

<,(Ф) = (ф-ф,)(ф_ф,) . . . (ф-ф«) = () (48) 

воторое и есть исвомое вспомогательное, воего р'Ьшете раэсматривается 
вавъ изв'Ьстное. 

Пусть теперь будетъ дано уравнете 

П^) = о (49) 

воего харавтеристива есть группа (т и ей принад^ежащая Фунвщя 
Ф (^, ) ^1 ) • • • ) ^п)- Присоединимъ въ данному уравнешю всЬ корвв 
уравнения (48) или что тоже линейную Фунвцхю 

Х = аА+а,Ф.+ • • . +оиф-.. (50) 

этихъ ворней. Спрашивается вавимъ образомъ изм'Ьнится группа урав- 
нен1й (49)? 

Сначала въ уравнешю (46) была присоединена Фуцвц1я Ф, а теперь 

Ф + Х=* + а|Ф,+ а»Ф.+ • • • +ат1>«. (в1) 

Группа была сначала (7, а теперь она будетъ подгруппа грухшы в^ 
воторая содержится въ группахъ Фунвщй ф« , ф, , • • • > ф« • Означвмъ 
группы втихъ Фунвц1Й чрезъ 

я., я,, я., . . . , д.. (62) 

Пусть наибольшая подгруппа общая всЬмъ этимъ группамъ будетъ К. 
Она очевидно принадлежитъ Фунвщи (50). 

Если въ ряду 

Ф.^ Ф.' Ф.) • • • ^Ф- щ 

приложимъ подетановлешя группы О мы получимъ тотъ же рядъ только 
въ другомъ порядв'Ь, следовательно воспроизведется и рядъ (52) преоб- 
разоватем> подстановлешями группы (т, отвуда видимъ, что группа К 
преобразованхенъ подстановлешями группы О не изм'Ьнится т. е. мы 
имФемъ 

а-^Ев = К, (54) 
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Если одинъ изъ его корней назовемъ чрезъ о), то вс* остальные, 
означая чрезъ у одинъ изъ первообразныхъ корней простаго числа р, 
будутъ 

(0% (0"\ 0)''\ . . . , (0"^'^ (3) 

Такъ какъ уравнен1е (2) несократимо, то его групца переносная, сл'Ь- 
довательно существуетъ подстановлеше въ его групп'Ь изменяющее о)^ 
на со'*. Этимъ изм-Ьняется 

следовательно подстановлен1е, о которомъ идетъ р-Ьчъ, есть 

р - 1 степеней этого подстановлеи1Я образуютъ группу уравнешя (2). 
Въ самомъ дел*, такъ какъ корни уравнен1л (2) суть рацхональныя Функ- 
щи одного изъ нихъ, то порядокъ группы равенъ числу элементовъ т. е. 
равенъ |5 — 1. Но степени подстановлен1Я (4) образуютъ такую группу 
порядка р — 1. 

Составимъ циклическую разрешающую Функщю 

гд* а есть первообразный корень уравнен1я 

^^-1—1 = 0. (6) 

Эта разрешающая Функцхя (5) не изменяется подстановлен1емъ 5 и его 
степенями, т. е. подстановленхями группы 

0^[\ , .у, .9*, .<?', . . . , н'"'\ 

а следовательно будетъ ращоналъная Функд1я коэФФИщентовъ уравнешя 

(2) и корня а. 

Означая ея ращональное выражеше чрезъ Т, будемъ иметь 

/'-1 

Радикалъ второй части есть Функшя корней (3) имеетъ наибольшее 
число значен1Й /) - 1. такъ какъ первая часть при перемещении корней 

(3) можетъ получить только р — 1 значен1й, столько же значений имеетъ 
и вторая часть (7) (Ан. § 222). 
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Съ помощью радикала ]/Тд иожетъ быть выражена ращонадьво 
всякая другая «ункцхя корней, принадлежащая той же групп'Ь О. 

Легко вид'Ьть, что «ункцгя 

не изменяется подстановлошемъ 5 (4). Въ самомъ д'ЬлФ, прилагая з жъ 
предъидущей Функц1и найдемъ 

= а\(а^-{' а^^-^ а^^л^'+ . . . )а''-1->^(а)'+а(о^-|-а'<о^ . . . у-^-А 
~-(о)+а^+а«^«)^+ . . . ) (ш + аю^+ 0*0)^+ . . . )р-^-^ 

Эта Функщя не изменяется и отъ степеней подстановлен1Я 5, следова- 
тельно она принадлежитъ группе О. Означимъ эту «ункцш чрезъ Т)^, 
она есть ращональная Функцхя коэФФицгентовъ уравненхя (2] в отъ а. 
Полагая Х = 1, 2, 3, . . . ,^р — 2 будемъ иметь 

р-1 — 

откуда, замечая что 

14-а + а'+ . . . +а'-»=0 
найдемъ 

р-1. г„ Р-1 



1 

(0: 



р-1 



-1+9^.+|;1/^+ • • • +^1/^[ 



(9) 

/ ^ Р*1у Р-1^ % 



• • • 
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Откуда видимъ, что изм'Ьнен1е а или значен1я радикала \/Т^ перем'Ьщаетъ 
значешя со между ними. 

Такимъ образомъ имФемъ следующее предложеше. 

Предложенье I. Чтобы р-Ьшить двучленное уравнеше ^-ой степени, 
р простое число, надобно найти первообразный корень уравнешя (6) и 
извлечь корень р — 1ой степени изъ количества, которое есть рац1ональ- 
ная Функц1я отъ а и коэффиц1энтовъ уравнен1е (2). Следовательно рфше- 
Н1е двучленнаго уравнен1я сводится на р-Ьшеше двучленныхъ уравненШ 
р — 1 степени. 

§ 159. Второе изъ означенныхъ д1Ьйств1й можетъ быть упрощено, 
Функц1я Т^ какъ количество составное им'Ьетъ Форму 

7;^р(Со.ч0 4-^'В1пО). (10) 

Если назовемъ чрезъ В^ сопряженное количеству Т, то 

Н = ((о-14-а 1(о-.7_^я--5а)-^'+- . . + ^''"^"^(о-^^^'У'^:=гр (Со8 0-г81пО) 
откуда 7,в = р' а 

(,/ ТД = ((0 + 7(0-74- а^+ . . . ) ((о-^+а-Чо--/+ а-*со-''*+ • • • ) 

Эта Функц1я принадлежитъ также групп* & , а следовательно выра- 
жается ра1ионально въ Функщи а и коэФФиц1ентовъ уравнен1я (2). Пусть 



Если въ это уравнеше подстановимъ вместо Т^0^ его выражеше Т,Н^=[>', 
то найдемъ 

Откуда, для какого нибудь значен!я числа А, будемъ им^ть 



V Т.=^ V V I Со8 ^ -. — !- 1 8ш — I 



(111 
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Откуда видимъ, что для рфшенхя двучленнаго уравнешя простой 
степени р надобно опред'Ьлить первообразный корень уравнен1я (6), раз- 
д'Ьлить уголъ , который можно построить, па. р — 1 частей и извлечъ 
квадратный корень изъ количества извФстнаго 27. 

Это изв'^^стное количество П можно легко вычислить. Въ самомъ д'Ы'Ь, 

• (12) 

Перемножимъ сначала члены въ обоихъ множителяхъ находящхеся на 
одинаковыхъ м'Ьстахъ, это даетъ очевидно 

1 + 1+1+ . . +1=р_1 

Потомъ помножимъ каждый членъ перваго множителя, а ш^ , на членъ 
во второмъ множител-Ь, который сл-Ьдуеть за соотв'Ьтствующимъ члену 
а^ш^^ именно на я^^*^©'^^'*'^, сумма такихъ произведенхй будетъ 

Перемножимъ послЪ этого каждый членъ а (о^ въ первыхъ скобкахъ, 
на а--Х~2(о-я'^"*'^ во вторыхъ скобкахъ и будемъ продолжать такимъ об- 
разомъ пока не получимъ всЬ члены, коихъ сумма будетъ 



Но а)-^"Ь1 есть одивъ изъ корней (6), если его означимъ чрезъ ©^, то 
легко вид-^^ть, что вс* суммы въ скобкахъ будутъ 

(0.+ (0/4-0)/+ . . . +(о/ 2=^*''~^-1 = ~1 

111111 II 1^ -^ 

откуда 

П=р — 1^{а-1\- . . . ^я-Р^2)=^_1_(_1)=^) (13) 

и такъ изв'Ьстное количествъ 27, изъ котораго надобно извлечь квадрат- 
вый корень, есть р. 
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§ 160. Способомъ пздоженныхмъ выше, въ силу того что разрешаю- 
щая Фуикщя (5) им-Ьетъ р — 1 зиачен1п, было бполн15 р15шено двучленное 
уравнен1е (1). Присоединяя къ данному уравиеи1ю разр-Ьшаюимя функ- 
ши съ наименьшнмъ числомъ значен! й можно р-Ьшенхе даннаго урапнен1н 
разложить на бол1зе простыя части. 

Пусть р — 1=^р^^^ , 'р^ есть простое число. Составимъ Функи,1Ю 

гд* а^ есть первообразный корень уравнен1я 

^Л- 1=0. (15) 



^' 1- 



Такъ какъ а , аД . . . , а/'« ра;^личны между собою, а следующая будутъ 
повторяться, то а/'•+^ ^/''"*"% • • ^ х/'~^ можно зам-Ьстить предъидущими 
и если положимъ 



Тавимъ образомъ разрешающая Функц1я (14) можетъ быть написана 
въ Форм* 

('"?о+ «/^.+ ^.44 • • • +а/'"''Ьг-1)''' 

Можно теперь доказать, какъ выше, что эта разр-Ьшающая Функшя не 
изменяется зам-Ьщая (о па (•)■', следовательно принадлежитъ группе б, а 
следовательно можетъ быть выражена рашонально въ коэФФИц1ентахъ 
уравнен1я (2) и а^. Означая ея величину чрезъ II У^^-^ будемъ иметь 

Если опять положимъ, какъ выше, 

то найдемъ что У^^''^' будеть [>ац1оналы10 известно. 
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Откуда найдемъ 



Р| 

1 / 1\ П^^^^-т/ 



Эти ФунЕцш (р, , ср^ , . . . , не изменяются изм'Ьняя со на а^^\ слФдоватеп- 
но не изменяются и степенями 

ЗР*, «2^1, З^Рг, ... 5 «VI (16) 

подстановлешя л. 

Изъ этого имеемъ предложеше: 

Предложенге II. Разрешающхя Фунвц1и '^^^ ^^ч . . • > ^Рг-*-^ ) имеюпця 
каждая р^ значешй принадлежать группе (16), составденной изъ степе- 
ней подстановдешя 5^1. Оне могутъ быть определены, найдя первооб- 
разный корень уравнешя (15] и извлекая корень р^-ой степени изъ ко- 
личества ращонально известнаго. 

§ 161. Бели р^ есть еще одинъ изъ простыхъ множителей числа 
р — 1 т. е. если р — 1=2р^р^^^^ то разрешающей Функщи 

(со4-а.ш^'+а;а>^'^*+ . . , •^а/^-^^^о^^^''''^^У' (17) 

где а^ есть корень уравнения 

^л-. 1 = (18) 

можно дать Форму 

(Х.+ аЛ+«.г-Ь • . . +^-"'Х.^1)'* (19) 

где 



Легко видеть, что разрешающая Функцхя (19) не изменяется изменяя ш 
на (0^^* т. е. отъ подстановленШ (16), а следовательно можетъ быть вы- 
ражена рацюнально въ Функщи ср^ , если а, разсматриваетсн какъ данное 
количество. 
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Если положимъ 

то и\^^*^ будетъ также выражаться ращонально въ Функщи (р^ и мы 
будемъ им-ЬтБ 

II р^ и(^'*^-ш/ 



Предложенге III. Разр'Ьшаюпия Функщи ^/^5 у^ , • • , У.Я1Г«-1) им*Ю1ц1я 
каждая у^р^ значешй принадлежатъ групп'Ь составленной изъ степеней 
подстановлен1я 8^%^^, ОнЬ могутъ быть опред'Ьлены им^я первообразный 
корень уравнен1я (18) а^ и извлекая корень д-ой степени изъ рац10наль- 
но изв'Ьстнаго количества въ Функц1и '^р . 

§ 162. Продолжая подобный процессъ будемъ им'Ьть следующее 
предложен1е: 

Предложенге IV. Если р — 1=рр^)^ • • • ? то для р'Ьшешя уравне- 
шя (2) необходимо найти по одному первообразному корню уравнешй 

-ег''.— 1 = 0, ^/^— 1 = 0, ^Рз— 1=0, . . . (21) 

и извлечь последовательно корни р,-ой, р^-с)й, д-^^^? • • • степеней изъ 
количествъ прежде изв'Ьстныхъ. 

Вм'ЬсгЬ съ ^д будутъ известны и функщи '^^ , .р^ , . . . , ^/,^-1, такъ 
какъ всЬ он* принадлежатъ одной групп*; точно также будутъ извЬстны 
коэФФиц1енты въ уравнешяхъ 

(д: — (о) (х — 0)^^*) (д: — а)^^^•) . . . [х — (л^^''~^'^') = 
{х - 0)^) {х — (0^'''+') [х - со^'"'-^') . , , [х- ^о^''' ''' '''+0 = О (22) 



Всл'Ьдств1е чего уравнение (2) разложится на р^ множителей (22) поел* 
всЬхъ д^йствхй указанныхъ въ пред. II. Такъ какъ группа принадлежащая 
каждому изъ уравнешй (22) въ ихъ корпяхъ есть переносная, то эти 
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откуда 



2 т: 27Г 

(0~^=Со8""' — г81П — ^ 

V V 



и 



(О -[-<•> ~^=^ 2С08 



2^ 



2и 



следовательно уголъ — можно построить съ помощью линейки и круга. 

Прпложимъ предъидущую теор1ю къ случаямъ, когда /?=:^ 5 =2*4-1 
и р= 17 = 2*4-1. 

Пр- 1 Пусть р = 5. Изъ первообразныхъ корней числа 5 возь- 
мемъ </ = 2, откуда 

^«-1, д'-2, /-4, .7^-3. {МЪ) 

Это даетъ 

откуда 

ъ Л- ъ^=. — 1 , *: ■- =.ъ -\- Ъ1=. — 1 



следовательно '^^ и ^^ суть корни квадратнаго уравнен1я 



^+■^-1 = 



откуда 






Такъ какъ изм^неше со на (о* изм'Ьняетъ ср^ на (р^ и обратно, то этой 
функц1и можно дать произвольной знакъ. Если напротивъ положимъ что 
должно быть 



(О :1^ СО; 



[ / 8т - 



.) 



1) 



то 



2т: 



'1^^^ (О -|- (0*=^ 2 С()с8 , ъ=. (о*-|- со'= Со8 



47: 



Следовательно '^^0^ а ^,<0 и знакъ будетъ такой какой былъ взятъ выше 
Дад-Ье 



*/о^ ^ ^ 



ХГ-^'^ ; 7.«=-5 



Уо+ V 



ч . • 



I о 



ьъ 



= 1 



Следовательно 



..* 



^ ^^ 
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откуда 



7.= « = 



1 + уУ+1У10+2у5 _ ,_ — 1+У 5"—* | /10+2|/^ 



знакъ мнимой единицы г выбирается тавъ, чтобы мнимая часть ш была 
положительная, а у ш* была отрицательная. 

Построенге. Чтобы построить правильный пятиугольникъ необхо- 
димо найти разр'Ьшающую Функц1Ю 

Ср,= 2С08у. 




Опишем'ь изъ точки О, какъ изъ центра рад1усомъ 1 вругъ; въ точвЪ 
Л горизонтальнаго рад1уса ОЛ проведемъ къ кругу касательную на ко- 
торой отложимъ 



ЛЕ=1 ^0=2 



что даетъ 



ОЕ 



=/^+т= 



1^5 



Есди отложимъ ЕЕ=^ЕО, то вайдемъ 



АР= ЕО — ЕА 



_ V б — 1 
~ 2 



г 



»1 



АЕ=2С1>а 



2г. 



Наковецъ если раздФлиыъ пополамъ АР въ точкЪ О и проведемъ 
паралелльную в^ радиусу ОЛ^ ОС перпендикулярно къ б^сГ, то 

Н0С=С01=-^, такъ какъ Сое (ЯО С) = Л ^5?=Со8 -^. Следователь- 
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но Н^ Су е/" суть три посл'Ьдовательныя вершины правидьнаго пяти- 
угольника. 

Пр. 2, Пусть р = 17 = 2*-}-1. Возьмемъ первообразный корень 
простаго числа 17, </ = 6. Онъ даетъ 

9\ 9\ 9\ 0\ У\ //. 9\ У\ У\ //. 9'\ </\ д'\ 9'\ /, д\ 9'' 
1, е. 2, 12, 4, 7, 8, 14, 1П, 11, П, 5, КЗ, 10, 9, 3, 1 

\,,АМ 17) 



Ъ^— (О 4- (о' + <•>*+ ^'* + ('>"+ («>''+ С0"-|- (О* 

'^ — О)"-!- (о'*-|- ^>Ч- с^'^Ч- <•>"+ (•>* + <«*"+ ('^^ 

Чтобы получить произведеше '^/^^ перемножимъ и сдожимъ т* члены, 
которые находятся въ ср^ и с{)^ одинъ подъ другимъ это дастъ '^^ , потомъ 
каждый членъ 4)^ на стоящ1й справа въ '^^ сумма такихъ произведешй 
дастъ '4^^, Продолжая подобнымъ образомъ найдемъ 

Ъ Ъ ^:::^ Ъ Л- Ъ А- Ч> -^ Ъ -\- Ъ -\- Ъ А- '^^ А- 'Ь ^=~ "^ (ъ -I- '^/ ) =^ — 4 

.011 .0 I .11.01 Г1 I То I 71 I .0 I .1 \»0 » .1' 

следовательно им'Ьемъ 

ъ-\- ^ - - 1 ^ '^л-^' =^ — -^• 

То I I 1 • .0.1 

Откуда 

•X.' I '^ - 4:- о 

изъ этого уравнен 1Я 

- ' + V 17 . .__ - 1 — V 1Т 



2 " 2 



гд-ь знакъ остается произвольнымъ цока не выберется корень О). Положимъ 

17 ' { ^ 

для опред^лешн знака будемъ пм-йть 
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и анаки дохжды быть выбраны какъ было сделано выше . Дал^Ье 
имФеиъ 

у^= ю -]- 0)' -}- <о"-|- (о" , •/ = ш' 4- ••>' -|- в)* -)- и* 

•д^ о)'4 й' + (о"+ (О- •д= ш"-\- <о"-|- »' + и' 

х.7.= •/,+ ъ+ */.+ }С= - 1 . х.]с= X. + Х.+ гЛ- г,= — 1 

х— м-1=о, х'-?.х-1=о. 






распред'Ьленхе знаковъ легко опред'Ьлить 

,(,= («,+ „..) _1- («>.4- «,«) =2 ^ Со8 1^ + Со8 Ц^ > о 

)г = (а,'+ш")+(а.'+(о»)=2(' Сое 1^+Со8^)<0. 
Откуда найдемъ 



Ло 2 ' ^* 2 



А. 2 ' '•* 2 

Въ слФдующемъ разложенхи ограничимся только ч^ 



Но такъ какъ 



4'.+ Ф.=х., 4'.Ф.= х.= '^'"^У"^^ 

'^ -Х.Ф -\-г,^^ 
,ь .ь_х,±»^х.-4х, 

то^ 4 1 " 2 



4.= 2С08|^, 4' = 2С08|| 
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22,^ 



то '1'„">'1» , откуда 



'Ь 



то 






2 



Этого достаточно длм пост[>()еи1и иравпльнаго семнадцатпугольпика. 

Поетроенге, Оиише.мъ иуъ точки О какъ игь цент[к1 радхуеомъ 
1 кругъ АСВП 

Фиг. ± 




Въ конц'Ь горизонтальнаго рад1уса ОА 11})0ведемъ 1:асательну10, на кото 
рой отложимъ 

ЛЕ= ] ОА =:] 

4 4 



то 



I ^16 4 



'Не 1^хАйк XI.— ДВУЧЛЕННЫЙ ^РавнёнМ. 

Отложимъ ЕР=ЕР=ЕО, то 

4 ~2 > ^^ = 4 2 



ОР=У^, ОР'=^Щ^ 



Если сд*лаемъ РН= РО, Р'Н'=Р'0, то 

АП=АР-^РО = ^^'^^^^^^ = 



2 ^ ^ 



Разд'|^дииъ пополаиъ АН въ точкФ еТ", то 

Отложимъ А8=1 и оаишемъ подувругь на Н'З вавъ на д1аметр'Ь, онъ 
встр'Ьтитъ О А въ 2"; сд'Ьдовательно 

АК*=А8.АП'=/^. 

Возьиемъ ЬК = А^ и КЬ=^ЬМ^=^ЬТ^ ^ опишемъ около Ь рад17С0мъ 
Х»К вругъ, то 

Л2^ . АМ=АЮ= А8 . АН'= х = ф.ф, 

больш1й изъ сегыентовъ АН^ АМ равенъ ф, , сл'Ьдовательно можно по- 
дожить 

^1ЛГ=ф.= 2Со8?| 

Если Р есть средина АМ,^ ^Р параллельно -40, О В перпендикуляръ 
въ ОА^ то ^л^^ будутъ посл'Ьдовательныя вершины правильнаго сем- 
надцати угольнива. 

Это построеи1е было уже показано въ Ан. въ § 291 и 292. 
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§ 164. Возьмемъ теперь то1'Ъ случай въ которомъ 2^>2, а р = 2. 
Если д есть, какъ и выше, первообразный корень числа р^ то 



р-л 



ср = о''+ <»>•'*+ со^+ . . • +(о"'' ^ 
и 

Чтобы получить пропзведехпе ср/^, перемно/кпмъ предъидущ'ш выражения 
какъ было показано выше, это даетъ 



^ (а,^Ч1-[- (0^+^*4- • • • ^^(л^'^^^^'') 



Показатели 

членовъ въ каждой изъ предъидупшхъ скобокъ пли всЬ квадратич- 
ные вычеты, если первый есть вычетъ или невычеты, если первый 
есть невычетъ или всЬ равны нулю , если первый раиенъ нулю . 
Въ первомъ случа* сумма членовъ въ скобкахъ равна ср^^ , а во вто- 

р — 1 
ромъ она равна ср^ , въ третьемъ случа* эта сумма равна — ^г — . 

Сд'Ьдовательни 

?о'^.= "^,%+ 'и.Н'.+ '». — 2" 

-г (25) 

р — 1 

7п 4-т-\~т^= — р; — 

числа т^ , т^ , ш^ , показываютъ сколько разъ им-Ьетъ мЬсто каждый изъ 
трехъ случаевъ. 

Если ^^^4-1 = (Л/);), то 2{2а-\-1)=^р — 1, сл1здовательно число 

— — должно быть нечетное, только въ томъ случа-Ь п только можегь иы-Ьть 

Р— 3 
м'Ьсто третШ случай и при томъ только одинь разъ, т. е. при а = — — . 
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Поэтому 

т = 0, если -^- четное 

т = 1 , есхи — 2~ нечетное 

Такъ кавъ ср,.(р^ есть количество цФлое ращональное въ во8ФФиц1вятагъ 
уравнешя (2), то оно есть ц'Ьлое число. Сл1Ьдовательно можно положить 

р—1 
?Л- т. -"2- =п= - п (ср.Ц- ср^ 

гд'Ь п есть ц'Ьлое число. Поэтому (25) даетъ 

К+ »») ?.+ К+ л; ?р = О (26) 

Въ этомъ уравнети всЬ степени корня <о могутъ быть понижены и сд-Ъ- 
ланы меньше р, посл^Ь этого можно разд'Ьлить на (о и получится урав- 
нен1е не выше р — 2 степени, а сл'Ьдовательно не им'Ьетъ общимъ вор- 
немъ О) съ несократимымъ уравнешемъ р — 1-ой степени. СхЬдовательно 
уравнен1е (26) должно удовлетворяться тождественно т. е. будеиъ им-бть 

1п = т^=> п. 

Откуда получимъ искомый величины для т^^ т^п ср^ср, 

»» = т.=:^, <р,<р, = — ^, когда ^ четное 

Р-1 



откуда 






?. = —2 > 4».= 

гдЪ веиавЪстыо какой анакъ додано дать квадратному корню. Предънду- 
щ1я Формулы были уже даны въ Ан. $ 310. 
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§ 165. Разсмотримъ теперь два уравнешя 

г'^= (а* — (О ) (д: — - (0'^) (х — (0^) . . . [х — оУ'^~''^) = О 

Л}= [Х— О)") [Х ~ Ы'-'^) [Х — (0'^) . . . (х — (О'/''" ") = О 

въ коихъ коэффищенты не изм']^няются, изм'ёняя (о на ш'^*, ибо этимъ 
подстановленгемъ корни не изменяются. Вычисляя одинъ изъ коэффищсн- 
товъ, если получится членъ Формы т^а'^^ то въ этомъ коэФФид1ент'Ё дол- 
жны быть и члены шьу^^ , шт'^^ ^ • • • следовательно )щ^ или ж^^ смот]>я 
потому будетъ ли а вычетъ или невычегъ числа р. Сл-Ьдовательно Фор- 
ма каждаго изъ коэффиц1ентовъ будетъ 

Откуда 

Х+Г1/2>(-1)т' 
''-^' ^ 

гд* X и у суть ц*лыя Функцш огь X съ ц-Ьлыми коэФФИщентами. 
м^ получится изъ ^^, изм-Ьняя (О на ы^ т. е ({/^ въ -^^ , следовательно съ 
измененгемъ знака квадратнаго корня найдемъ 



Сл'Ьдовательно 



хР—\ X'— р.У\- 1)V 



Такямъ образоыъ ниФемь 



Предъидупця Формулы были также получены въ Ан. § 311. 
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есть корень того же уравнен1Я и т. д. Если означимъ {^[Ь(x)]=^^*{x) 
и вообще 

06 .. . 0(х')=0"(х), 
то безконечный рядъ 

X, , о {х,) , Цх,) , (('(-^.) , • • • , Щ^,) • • • (4) 

будетъ представлять корни уравпен1я (1). По такъ какъ чпсло корней 
конечное, то между Функц1ямп ряда (4) найдется Функц1я 0'"(^^, которая 
будетъ равна пе[>вому корню х\ т. е. 

0"»(д;^ = х^ 
въ ряду же 

ВС* члены различны между собою. Этотъ рядъ (4) дал1>е воспроизведется 
и при томъ такъ, что 

а при к^т 

0*(х^ ^ 0-+*(хО = 0'^'"+^-(а'^ -^ . . . 

Если кром'Ь корней исчерпанныхъ рядомь (5) есть еще корнп, удовлет- 
воряюпие уравнение (1), наприм-Ьръ .г^ , то онъ удовлетворяетъ уравпе- 
н1е (3), въ силу чего будемъ им'Ьть еще рядъ корней уравнен! я (1) 

•^. . Ч^,) , Ч^.) , • • • , П-^.) (6) 

разничныхъ между собою. 
Такъ какъ уравнсн1Я 

0»'(?/) — ;/ = (), О'^(^) — 5' = О (7) 

имЪютъ съ несократимымъ уравнен1емъ (1) общ1е корни у = х^^ ^^ = x^^ 
то он'Ь будутъ удовлетво]>иться и всЬми его корнями, сльдоьмтельно пер- 
вое изъ уравнеии! (7] о;^детъ им'Ьть но111е.мъ х^ , а 1ггорос х , сл'Ьдова- 
тельно т должно быть кратное число р1, а )1 ьратаое т^ откуда должно 

быть р1 = >/«. 

Дал'Ье корни ряда (5) отличны отъ корней ряда (в), йъ самомъ 

д-Ёл*, изъ гипотезы 

иь( 'У \ . — (1и{ г- \ ( ^у 7. -,--" Л11^ 
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§ 167. Возьмсмъ сл'Ьдую1д1я разрЬшающ1к Фуикщи 

(10) 



•^. = х,+ 0(х,) + Пх..)-Ь . . . +0"'-»К) 

Если къ Функд1И \^^ прнложимъ то изь иодстановлеикй группы уравне- 
н1н (1), которое ые иерем15щаегъ системъ пепервообразности, то .{'^ также 
не изм-Ьнится, если же приложим ь подстаповленхе, которое изм-Ьняеть 
наприм-Ьръ х^ на V (х^)? "^^ ^^ '^^ ''^^ время изменяются 

0(.г.) н 0^+'(х,), 0'(х.) на Ь'+\х,1 . . . 

т. е. изменяется '^^ на '^,. Сл-Ьдовательно Фуннщя '^^ пмеетъ V различны хъ 
значен1й ^, , '^^ , ... , '^,,. Группа Функщп '^^ состоитъ изъ соединен1я т^ 
подстановлен1Й» не м-Ьняющихъ каждую систему, въ комбинаши съ т-Ьми 
которыя перем'Ьщаютъ системы между собою всего (V — 1 )! ш^ подста- 
новден1й — это порядокъ группы Функц1и ^^, 

Каждая симметрическая Функцхя значен1Й 

выражается рац1онально въ Функщи коэФФИщентовъ уравнен1я (1), следо- 
вательно Функц1и 

-.=^ '^»+ '{'.+ • • • +*>=л 



_. 'I) Ъ '^ 'Г. 'Л 'Г, А 

-^71^ • • • .V — ^у^^ • • • Г" — -^7 

можно разсматривать накь изв'^стныя. СлЬдовательно значен1я Функц1и 
'^, суть корни у равней! я >-ой степени 
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Изъ этихъ уравиен1Й находимъ корни 



т 



Л I т Т »* Тт—1 ^ / 



(15) 



т 



1 ( »" 7* '" Т ^ / 

»(^.)= т^^Р.+ «»^'^■.+ '»'-^ 1/^'.'+ • • • -\-^'>"'"-^уТГ-' 



Изъ сказаннаго им'Ьемъ следующее предложен1е: 
Прсдложенге IV. Если 

суть т корней уравнен1я т-ой степени, гд* 6 (а;) есть рацшнальная 
функц1я ии'Ьющая свойство 

0"(х,) = X. 

ТО оно р-Ьшается, определяя одинъ изъ первообразныхъ корней урав- 
нен1я 

^''»— 1=0 

и извлекая корень той степени изъ количества изв-Ьстнаго. 

Прсдложенге V. Если два корня иесократимаго уравнен1Я простой 
степени связаны между собою такъ, что одинъ изъ нихъ есть рацшналь- 
ная функция другаго, то уравненхе решается алгебраически. 

Доказательство, Въ этомъ случа-б >=1, и 7п=р, Если вс* коли- 
чества, входящ1я въ составъ Функц1й /"{х) и 0(х) д-Ьйствительныя, то мож- 
но сделать далън'Ьйш1п приведен! я относят! яся къ извлечешю корня т-й 
степени. Можно 

Т=[^^+(оО(х'^4-Л\а;Л- . . . ]'" = р(Со8и + г-8ши) 

выразить съ помо1н,ыо коэффицхснтовъ Функц1й Д о, -^^ и съ помощью (О. 
Мнимая единица г происходитъ, въ нашемъ предположеши, только отъ 
(О, такъ что 

откуда 
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Но корень т-й степени изъ этого произведен1Я 

т 



1/5^.^„=[х,а>9(аг,)4-©'в'(а:.)-]- . . . ) (а;,+«,-19(а;.) + «-»е'(а;,)4- • • • 1 



не изи^Ьняется, ллцЫв^я х^ на 0(х^, а ол1Ьдовательно выражается ращо- 
нально въ Функц1и изв^Ьстнцхъ кодичествъ. Пусть этотъ корень будетъ 
?7, то 

т 2 

/Т = /7Г( Сов «-+1*5 + ^ 81„ « +^^ ) (16) 

Такимъ образомъ, въ томъ случа'Ь, когда всЬ количества, входящгя въ 
Функц1и /* и О д'Ьйствитехьныя, извлечете корня т*ой степени изъ ко- 
личества изв'Ьстнаго заи'бщается извлечепемъ квадратнаго корня и д1Ь- 
летемъ изв^^тнаго угла на т равныхъ частей. 

§ 169. Если въ пред. IV число ш составное то можно взять за 
разр'Ьшающ1я Фунвщи бол'Ье спещальныя. Пусть т^=^т^1^ гд-Ь т^ про- 
извольно взятый д'блитель числа т. Положииъ 

# 

ф„ = в".-»(а?,)4-9*".-»(ж,)9*'.-'(а:.)+ . . . +(»».-.'->(».) 

■ разсмотрииъ рир'Ьшающую Фуввцдю 

[а:.4-.а.е(х,) + а.-в^а;.) + . . . + а.-'0-'(^;,)]". (18) 

гд^Ь а, есть первообразный корень уравнешя 

лг~« — 1=0 
Эта функцхя (18) очевидно равна функцги 

(■^.+ «.1.4- «/■>.+ • . . + Г'-'-Ю- " (19) 

которая не изм'Ьняется зам-Ьи^ая х^ на 0(:г^, это замФщеше переи'Ьщаетъ 
кругообразно Функхии ф^, '|^, . • . , '>])«»,, следовательно Функщя (19) вы- 



(17) 



1^ЛАИА ХП. — АБЕЛЕ1К'К1П У^АВИВПГЙ. 237 

ражается рац10нально въ Функцхи а^ и изв'Ьстныхъ кодичествъ. Полагая 
эту Функцш равною ?7/'"1^ найдемъ 



'1.+ «А+«.*1'.+ • • • + а; ".-''К= 1/^.""'' 



Если подожимъ какъ выше 



(•^.+ <'4.+Л.+ • • • +='.""--"''^...)С^. I- ='/1'.+ «Л+ • . .Г'-'-'=и)<"'<^ 



ТО найдемъ, что 11)^"*г^ ращонально известно и что 



ш. 



Л 1 ш^ [Т ('^.^ Г 



+ • • • 



т. 



1 I "", — Г^'"!*-»/ I 



СлЗДоватедьно разр-Ьшающаи ш^ значная Функщн 'Ъ^ получится, найдя 
первообразный корень двучлениаго уравнен1я ^г"'« — 1=;0 и пзнлекап 
корень т^-ой степени пзъ количества изв'Ьстиаго. 

Такъ какъ такое д'Ьйств1е можно продолжать, то им*емь сл-Ьдующее 
предложен 1е. 

Предложете VI. Пусть 

гд* о есть рац'юнальнаи Функд1;1, а (Г(х^)=^х^^ будутъ корни уравнен1Я 
коего степень есть ш=^т^т^т^ . . . Чтобы решить это уравнен1е надобно 
разыскать первообразные корни уравнешй 

^"',— 1=0, ^•«'— 1 = 0, г"'«-1=0, . . . 

и извлечь последовательно корни степеней т^ , т^ , . . . , изъ выра- 
жен1я, которое выражается рац10нально въ Функши прежде изв'Ьстныхъ 
количествъ. 

§ 170. Можно р-Ьшить уравнение (1) еще сл'Ьдующимъ образомъ: 
Пусть тг=^тш^ . . . п/^ ^=г ш^п^:= т п = . . . =»*4Л». Можно, какъ было 
показано, установить слЁдующ1Я уравнен1Я : 
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Если им^^емъ 

ш = р,^1 , р^^^ . . . р1,^к 

гд* р^^, р^ч 2\ •> ' - - ч Рк суть Простыл различныя между собою числа, 
то въ этомъ случа'Ь надобно выбрать 

Въ случа'Ь, когда въ одномъ изъ уравнен1й (21) Л^(у) = показатель а^ 

больше 1, надобно упогреонгь выше наложенные способы, чтобы опре- 
делить одну ИЗЪ функций У; . 

§ 171. Дли прим'Ьра выше изложенныхъ уравнен1й возьмемъ 
и положимъ 






ш 



Но тавъ какъ 



йтги — а«. -1(я.а? + Р.) + ^«-1 (Г.а^ + °.) 



(22) 



то сравнивая оба выражен1я для 0"'(х) найдемъ 
ИЗЪ этихъ уравнен1Й легко получатся сл'Ьдуюш,1я: 

Посмотримъ кан1я услов1я необходимы, чтобы 

0'"(:г) = X . 

Для этого сначала приготовимъ коэФФИц1енты въ (21) д'Ьлен1емъ на 
Уас — р17 или на у^/-^, смотря по тому будетъ ЛИ аЗ — ^у количество 
положительное или отрицательное, такь чтобы 
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Выражен1е аЗ — ру, вакъ иы уже зам'Ьтиди выше, не можетъ быть равяо 
нулю, ибо въ этомъ сдуча'Ь 

Вычис1имъ тЬ значен!^ х^ и х^^ д^и[ воторыхъ 6(я;) = п?, т. е. когда 



X = 



ах-\-^ 



или 



уа;^-|.(}_а)х — ^ = 



(24) 



Изъ этого уравненхя найдеиъ, смотря по тому будетъ ли а) — ^'^ 
иди — 1 



сд'Ьдоватедьно 



Р.— а _ ,__ |я+5_ 



/("*УТ1 



•■^ У 



р=. 



1 . Иоложииъ что х^ я ^;, различны, сд'Ьдоватедьно ^ ве равно еди- 
нице. Въ 8тоиъ случать ич'Ьемъ 

М-х\—х.—-"' х—х. ' ОУжУ-а; ~ ' х-Т ' ' ' ' ' 



Ч^)--^. 



О" (х) —X^ 

(Г(а;)-х, 



X — а; 



сл«Ьдовательно ^^Г"'=1 есть необходимое условхе, чтобы в*(д?) = ар. Это 
услов1е и достаточно, ибо изъ него сл1Ьдуетъ 

0"*(а;) X 

X — X X — X 



и такъ вавъ х^ не равно а?^, то 



Усдовге N"^ = 1 или 



О'" {х) == а;. 



(±^Н^-/(-1^)'^' г= 



(24) 



можетъ быть удовлетворено или количествами составными или д^йствн- 
те1ьными. 
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Въ первомъ случае им'Ьютъ м-Ьсто верхн1е знаки и 



^^ <1 



поэтому можно положить 



а + 5 г, ^^ 

—к— = Со8 — 

2 II 



следовательно 



.^»= ( Сов ^ - ^ 81п -^^ ^"^ = Со8 ?^ - г 8т ^^ 



если А и р1 суть чпсла взаимно простыя,то \1 = т т. е. 



а+8 ^ Х-гг 

-2- = ^«^ 1;Г (25) 



гд* X есть произвольное ц-Ьлое число взаимно простое съ т, Сл'Ьдова- 
тельно если (24) удовлетворяется, то въ ряду 

:с, 0(д;), Цх), .... 

функщя 0'"(х) будетъ первая равна х. 

Если количество въ скобкакъ (24') д'Ьйствительное, то оно можетъ 
быть только 4"^ ^^и — ^ ^'ь томъ случа-Ь когда одна изъ его степеней 
должна быть равна единиц*. Положенхе ^=1 ведетъ къ условию х=х^^ 
которое исключено. Положеше N= — 1 даетъ 

Цг) = X 

которое, такъ какъ ш=^2, согласно съ услов1емъ (25). 



242 г^^^в▲ хп. — Авкивошя уравнвшя. 



эти два УС10В1Я легко даютъ 



„ _ (За + 2) а; -{- 3^ 



(250 



9-Га;) = [та+(»»-1)^]а;4->»^ 
' т-^х -{- (п^ -\- [т — 1) 

Есди должно быть 0"*(д;] = д;, то изъ уравненхя 

[та=Р(т — 1)]л:-|-т^ 

пг(Х'^тЬ^[т — 1) 

найдеиъ 

^а?-\-{Ь — а)х — ^ = 

уравнеше (24], которое вытекаетъ уже изъ подожетя Ь(х) = х. Изъ вы- 
раженгя 0*^(0?) (25) видииъ что съ возрастангемъ числа м Функцхя ^{х) 
ассимптотически приближается въ 

Тавимъ образомъ показано что 

а + д = 2Со8— , а8 — Ву = 1 

суть необходимый и достаточный условхя, для того чтобы Функщи 0**(а7) 
была первая равна х. Числа Хит доджны быть взаимно простыя. 
Для т=2 должно им'Ьть м'Ьсто второе условхе. 

§ 172. Какъ второй прим'Ьръ возьмемъ для 0(а:) Функщю ц'Ьлую съ 
постоянными воэФФищентами и для какого нибудь числоваго значешя т 
составимъ разность 

0"*(а?) — X 
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Эта разность делится на 9 (а;) — х. Въ самомъ д-Ьл*, разложимъ Функдш 
Ь{х) — X на линейные множители 



О [х] — X' = (л: — 0^ [х — г^^^.^х — е^ 



(27) 



Откуда видимъ, что при х^=г^^ ^^, . . , , г^ будемъ им'Ьть вообще 



а следовательно 



оы = 



0*(^,) = ., 



Подставляя въ (27) вместо х Функщю 0(а;) будемъ нмФть 



0*+1(х) - Ц\х) = Щх) - ^.] Щх) —г^ . . . Щх) - ^,] 



= [0*(х)-0*(^.)][0'(х)-0''(^.)] . . . [0*(х)-П-^,)]. 



откуда 



&*+1 [х] — 0*(^) _ 0*(.г) -0*(^,) 0*(:г )~0*(^,) 



0(л:) — X 



X — 0. 



X — 3. 



• • • 



0*(х)_9*(^,^) 



X — г. 



(28) 



Вторая часть очевидно есть и15лая Функщя и прптомъ симметрическая 
относительно -?^ , ^^ , . . . , ^^ , а сл-Ьдонательно ц'Ьлая въ х и рашональна 
въ коэФФИщентахъ функции 0(и:). Полагая посл'Ьдовательно А = 1, 2, 
3, . . • , ш — 1 и складывая результаты видимъ, что 0"'(.г) = .7; д-Ьлится 
на 0(:г) — X, Озпачимъ чрезъ 'Ъ{х] это частное, то 



О'" [х] — ^' = \^){х) — х\ 6 [х) 



(29) 



Если ш есть число составное ш=^р^^ р^^ р'^^^ - • • -> Р^^ ]\-> Р^^ - • ' •. суть 
числа простыя, различи ыя между собою, то Функщя 'Ух) допускаетъ еще 
дальнейшее разложен1е, ибо 0"'(/) — х дЪлптся па 



0Л^(./;) - ./• . 0/'^? [л) - X 



ЧТО видно, полагая вместо О символы 



0/',^ . ^11'г 



ч • 



и прилагая выше излолтеппыя заключен1я. 
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2. Когда ВС* значешя 
представляются кавъ корни различныхъ множителей 

то легко вид'Ьть, что вс1Ь корни уравнешя ф^(а;) = можно получить изъ 
уравнешя ф^(д:) = 0, прилагая д'Ьйств1е Ь[х) и т* д. 

27^>. Положизхъ 

Ь = х'-}-]рх -{- с 

съ помощью прсобразовашя у^^х-^-а можно этому выражешю дать 
Форму 

что даетъ 

(/—X = (О - х) { х'-\- х'-^- (За 4- 1) л'*-|- (2а + 1) -^'+ (*^«'+ 3« + 1) ^' 

+ (а*+2а + 1):г + (а'+2а*+а + 1)} = ^- 
Призначная втораго множителя есть 

Л = - (4а + 7) (16аЧ- 4а + 7)* 

При 4а-}- 7 = — А**, откуда а=. — "а~' разлагается второй множи- 
тель ^^^x) 

Щ^{х) = [8x4- 4(1 + А'} д:'— 2 (9 — 2к + /;*) х — (1 + 1к - /:'4- ^•')] 
[8х'+ 4 (1 — 1с) х'- 2 (9 + 2^- + ''1 -^ — {1 — П — А*'— А*') ] 

при А* = 2). 4- 1 , найдемъ 

0(х) = X*— (Г+ ). + 2) 

с{>^(х) = [я'+ (1 + )•) х'- (/.*+ 2) X - (/.'+ ).'+ 2/. + 1)] 
1/^ )..,;^_ (>/+ 2/. + У) X' + (/.'+ 2/.'4- 3/. + 1)]. 

Изъ свойства прпзначныхъ, о которыхъ будетъ сказано ниже, сл-Ьдуеть, 
что случай зд'Ёсь разсматрпваемый а=— ().*+). 4- 2) есть единственный, 
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даюицй разюжеше функцш ф.(^). Отвуда сл-Ьдуеть, что уравцеше третьей 
степени съ корнями 

только тогда и только тогда возможно, когда 

можно привесть къ Форм'Ь 

а сл'Ьдовательно когда Ъ* — 4с им'Ьетъ Форму 

4 (Х'+ X + 2) = (2Х + !)•+ 7 

Каждой иаъ такихъ Формъ О соотв-Ьтствують два уравнешя исконаго 
свойства 

а;'+(Х + 1)д:*-(Х*+2}а; — (ХЧ-ХЧ-2Х4-1)=0 
а^_Ь?_(Х«4.2Х + 3)а; + (Х'+2Х«4-ЗХ-}-1) = 

Эти уравнетя преобразуются, полагая а? = унР>1) гд-Ь 3}1 = Х-|-1 и 
соотв'Ьтственно 3}1 = Х, въ сл'Ьдуюпця 

у»_ 3 (4р1Я= 2,1 4- 1) У + (4»*Я= 2»! 4- 1) (1+ 4»1) = О 

Если въ немъ положимъ 

г=1=Р2,1, в = нР2,1 
то найдемъ 

Изъ сл-^Ьдующаго привгЬра видимъ, что можетъ представиться и второй 
изъ выше упомянутыхъ случаевъ, именно когда 

8Т0 выражеше даетъ 

ори 

*• + * — ! 
^= к-1 
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предъидущее выражен1е разлагается на 



(-+^)(-+,41) 



И даетъ 

какъ требуется въ номер* 2. 

§ 173. Въ § 167 вывели уравненхе V-ой степени (11), котораго кор 
нями суть Функцш 



упомянутое уравнен1е есть общее, а поэтому безъ частныхъ условШ, 
какъ увидимъ ниже, не разр-Ьшимо. Еслибы это уравнен1е им-бло свой- 
ство уравнешя (1), то способъ изложенный въ первомъ параграф* этой 
главы, съ помощью котораго изъ уравнешя (1) находимъ уравнеше (11), 
будучи приложенъ къ уравнешю (11) дастъ дальнейшее приведен1е это- 
го уравнешя. 

§ 174. Первое свойство уравнен1я (1) это его несократимость, до- 
кажемъ это и для уравнен1я (11). 
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дающШ разюжеше функцш ф.(^). Отвуда сл-Ьдуеть, что уравнеше третьей 
степени съ корнями 

'. в(я.), п,) 

только тогда и только тогда возможно, когда 

МОЖНО привесть къ Форм'Ь 

а сл'Ьдовательно когда &' — 4с им'Ьетъ Форму 

4 (ХЧ- X + 2) = (2Х + !)•+ 7 

Каждой иаъ такихъ Формъ О соотв-^Ьтствують два уравнешя исконаго 
свойства 

а;'+(Х + 1)д:*-(Х*+2}а; — (ХЧ-ХЧ-2Х4-1)=0 
а^_Ха^_(Х«4.2Х + 3)а; + (Х'+2ХЧ-ЗХ-}-1) = 

Эти уравнетя преобразуются, полагая а? = унР>19 гд'Ь Зр1 = Х-|-1 и 
соотв-Ьтственно 3}1 = Х, въ сл'^Ьдуюпця 

у»_3(4р1Ч=2р14-1)у+(4»1Ч=2,1 + 1)(1+4»1) = 

Если въ немъ положимъ 

г=1нР2|1, в = нР2>1 
то найдемъ 

Изъ сл-^Ьдующаго прим-^Ьра видимъ, что можетъ представиться и второй 
изъ выше упомянутыхъ случаевъ, именно когда 

8Т0 выражеше даетъ 

ори 
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предъидущее выраженш разлагается на 



и даетъ 






какъ требуется въ номер* 2. 

§ 173. Въ § 167 вывели уравнен1е V-ой степени (11), котораго кор 
нями суть Функцш 



упомянутое уравнен1е есть общее, а поэтому безъ частныхъ условШ, 
какъ увидимъ ниже, не разрешимо. Еслибы это уравнен1е имФло свой- 
ство уравнешя (1), то способъ изложенный въ первомъ параграф* этой 
главы, съ помощью котораго изъ уравнешя (1) находимъ уравнеюе (11), 
будучи приложенъ къ уравнешю (11) дастъ дальнейшее приведен1е это- 
го уравнешя. 

§ 174. Первое свойство уравнен1я (1) это его несократимость, до- 
кажемъ это и для уравнения (11), 

Предложете VII . Уравнен1е коего корнями суть Функции ^^ , 
(р^ , . . . , ф^ несократимо. 

Доказательство. Еслибы это не им-Ьло мФста, то группа уравнен1я 



^-1 I 4 V-2 



была бы непереносная. Группа переносная непервообразная уравнен1я 
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Подожимъ теперь что 

1 х' X — 1 



'^^ = — ~ или 



х^ — 1 ^ . ^ , . X ^ т: 



— '^^+ 2 Со8 '; -^^ ^ _ х^+ 2 [х — 1) Соз 



5 



то требуемыя усдов1Я удовлетворяются. Между количествами ср^ и ср^ 
им'Ьемъ зависимость (р^=Л(ср^,но отъ изъ этой зависимости нельзя вы- 
весть никакой ращональной зависимости х = 11[ху 

Положимъ, что зависимости (30) и (31) им-Ьють м-Ьсто. Такъ какъ 
должно быть 

это позволяетъ заключить обратно, что 

х = 0.(.г ) 

сл-Ьдовательно для уравнен1я (1) будутъ имЪть м-всто дв^ зависимости 

такъ какъ уравнен1е (11) должно представлять т1$ же зависимости, то 

откуда снова сл1>дуетъ снова 

х = 0.(х.) 

п т. д. т. е. вс'Ь корни уравненгя (1) суть рашональныя Функцги одного 
изъ нихъ; сл1здовательно только въ этомъ случа'Ь |Т0 же можетъ им-ьть 
м'Ьсто для уравнен! я (11). Сл-Ьдовательно должно положить 



X 



;=0(х,), ^ = (^(.^^, х = \{х:), . . . , г,= 0,_,(х.) (32) 



'^.=4'^,)^ '^,=Ф.). '^*=^.('^,)' • • • • ъ='^-Ы {Щ 

Существован1е зависимостей (32) необходимо дли удовлетворен1Я урав- 
нен1й (33), но оно не достаточно. Чтобы было 

'4^^ не должно изменяться, прилагая къ нему подсгановлен1я, не пзм'Ь- 
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НЯЮЩ1Я ^^ , сл'&доватедьно зам'Ьняюпця х^ на 0(а;^. ИвгЬемъ 

<р=«.+е(«Л-в'(хл- . . . =в.(а;.)+вед+9'в.(«0+ • • • 

Каждая симметрическая функщя воличествъ 

X. , 9 (а;.) , Ь\х,) , . . . 

* 

выражается ращонально въ фунвцш ^^ и обратно; оовтому, еодн (р, ве 
изм-Ьняется, зам'Ьняя х^ на б(а;^, то это будетъ им'Ьть м'Ьсто дхя каждой 
симметрической фунвщи 5 т количествъ х^^ 0(а7^ , . . . 

Тавимъ образомъ им'Ьемъ 
5.[в.(^.), в9.(а;0, 0'9.(а:.), . . . ] = 8[Щх,), 99.9(*.) , 9'9.9(д;^, . . . ]. 
Въ частности воэФФИщенты уравнешя, коего корни суть 

ч^д > 4^:1 , ^чк) > • • • > в->9.(^.) 

должны совпадать съ воэффищентами уравнен1я коего корни суть 

Щх) , 90.9(«.) , 9'9.е(хО , . . . , 9-19.е(».) 

Сл'Ьдовательно два эти ряда совпадаютъ и будетъ 

9.9(а;0 = 9«19.(х.) 

Это необходимо, чтобы (р^=т((р^ и также и достаточно. Въ самомъ д'Ь- 
л1Ь, съ этимъ положешемъ им-^Ьемъ 

9.9(а;.) + 99.9(а:.) + 9'9.9(а;.)+ . . . =9»19.(х) + 9»1+>9.(х.)+ • • • Ч-в-'-ЧС*.) 

= 9.(хЛ-99.(а; Л- 9'9.(а:.) +...=<{.. 

И д'Ьйствительно ср, не изм'Ёняется, зам'Ёщая х^ на 0(2;^. Такъ какъ то же 
им'Ьетъ м-^Ьсто для V, ? 4^^ » • . • ) ^у ) то будемъ им'Ьть рядъ условШ 

9.9(x.) = 9"^9.(^^, 9.9(а;0 = 0»«9.(а;^, Щх,) = Щ{х;}, ... (34) 

Такимъ образомъ видимъ, что услов1Я (32) и (34) необходимы и доста- 
точны, чтобы им'Ьли м'Ьсто уравнешя (33). 
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Следовательно ф^ и ср^ принадлежать одной групп-Ь, точно тавъ же ф, и ср^ 
принадлежать одной групп1Ь а также и ф, и ср,. Но такь вакь ср^ и ср^ суть 
ращональныа функцги оть Функц1и ср, и обратно, какь это видно изь пер» 
вой части этого параграфа относительно х^ и ^/, схЬдовательно ^,, ^,, у,, 
принадлежать одной и той же групп'Ь, что им'Ьеть м'Ьсто и для фунвД1Й 
Ф| ) Ф^ ) Ф|* Откуда, опуская гг,, ив^'Ьемъ 



Ф.= <»№.)» Ф,= <«.(Ф.) 

Если въ уравнентяхъ 

изм'Ьнимъ х^ на л"^, а сь этимъ ср^ на ср,= т(ср^, ф^ на ф^=а)(ф^, то по- 
лучишь 

^.<»(ФО=х[^Ы]- 

Точно также получимь съ помощью соотв'Ётственныхь подстановленШ 

»''««>.(Ф.)=х[^Ч(<р.)] 

такъ что изъ равенства вторыхь частей этихь двухь уравненШ вь 
силу (35), им'Ьемъ 

Возвращаясь вь значешю функцти ш, находимъ, что 

Если 5 будеть представлять элементарный симметрическ1Я Функцги, то 
найдемь, какь выше, что два ряда элементовь 

9аК), щф,), ь\ф;), . . . , е— Чл(д?,) 

и 

9Х(а:.), 69^(^0. «^Ч^^^гС^.), • • • ' е-»е^Ч(^.) 

совпадають, исключая порядка посл'Ёдовательности, такь въ частности 
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Это услов1е достаточно для уравнен1я (35) 
Въ самомъ д'Ьл'Ь, имФемъ 

т?.т.(х,) = О.Р.9.(х ) 4- '^^,Ы,{х,) + 0'9.?.9,(х.) + 

Следовательно урав11ен1я 

^аМ = ^)ЧЫМ. 0Ак)=г/чЧ('^.)' • • • ^^^) 

необходимы и достаточны, чтобы пзъ нихъ вытекали уравнен1я (35). 
Перенося свойства корней уравнения (1), выраженныя уравнениями (36) 
на корни уравнения (11), это даетъ новый рядъ условий 

и къ которымъ прилагаются т1'>же [»азсужден1я какъ выше къ (35). Вы 
воды и результаты повторятся и мы будемъ им'Ьть следующее предложен1е. 

Предложение VIII, Чтобы уравнение (11), отъ котораго зависитъ 
разрешающая Функц1я '^,, пмЬло туже зависимость между корнями и до- 
пускало т'Ь же приведен1я какъ уравнен1е (1), необходимо и достаточно 
[въ гипотез'Ь выраженной уравпен1ями (30) и (31)] чтобы уравнение (1) 
им'Ьло корнями 

•<^.. Ч^\)^ Ч^.)^ Ч<)^ ■ • • (37) 

Щх,) = ')Щх:), Щх,) = <,<^Ц.г,), . . . (38) 

Ы',)^Фч:''Ф,) ^ 0,0, (•^.) = оЧ'\(-*-.) ' • • • (^^) 

§ 176. Построимъ группу такпмъ образомъ опред1зленнаго уравнения. 

Такъ какъ уравнен1е (1) несократимо, то его группа будеть пере- 
носная, а въ силу того, что всЬ его корни выражаются рацюнально въ 
функции одного изъ нихъ, 110[)Ядокъ и степень его группы равны. Если 
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который зам'Ьщаютъ х^ на 
с^гЬдовате^ьно произведен1я 



5^5 , 5^5, ... 5 ^в*| ? *1^| 



• • • 



зам'Ьщаютъ Э1ементъ х^ на 



0.0(а;.), 0.9 (а:.), . . . ; ОА(а:.) , ОД(а;.) 

а прои^ведешя 

заы'Ёщаютъ тотъ же элементъ х^ на 

въ силу услов1Й (38) и (39) подстановлен]я 

одинаково вл1яютъ на х^, Въ групп'Ь У, съ которою зд-Ьсь будемъ им'Ьть 
д-Ёло, перем'Ёщеше одного элемента уже опред'1^ляетъ всЬ подстаяоллешя 
(§ 86), сл'Ёдовательно будетъ 

в^з = з^^з^ , 5/ = ^^25^ , . . . . (40) 

5/ = 5?25^«5^ 5 5,5 = зЫ^^^З^ , . . . . (41) 

Обратно, изъ переносности можно заключить, что уравненге несократимо, 
изъ обстоятельства что степень группы равна ея порядку вытеваетъ 
свойство корней, по которому всЬ они выражаются ращонально въ Фунв- 
цш одного изъ нихъ; изъ услов1й (40) и (41) можно вывесть услов1Я 
(38) и (39). Примерами такихъ группъ могутъ служить сл*дующ1Я 

Пр. 1. 

3 = {х^ х^ х^ ^,) {х^ х^ х^ х^ , 5 = [х^ х^ {х^ х^ [х^ х^ [х^ а;,) 

между этими подстановлен1ями существуетъ зависимость 

5^5 = 5^5^ . (42) 
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будутъ два несократимые мнокктежя дашшго Абедевоваго уришл. 
Пусть корнп перваго изъ нпхъ /^(хк првравневнаго нулю будутъ 



а т(х,) одцнъ пзъ корней другаго вножптеля /^(х,). Первый нвъ 
те1ей /*,(х), приравненный нулю, очевидно даеть несовратнмое Абеп- 
ское уравнен1е. Но мы нм-^емъ 

/;(':=*>, /:[т>:1=о 

СхЬдоватедьно эти уравнешв пэгкютъ общШ корень х^ , а тать шъ 
они несократимы, то и 

■ (■'.) ' -Л.к) , -А.'х,] , . . . , •А,_,(«.) (43) 

суть корни уравнешя /'Дх) = 0. Эти корнп въ силу свойства корке! 
Абелевскихъ уравнен1Й изменяются въ 

-(•^.) . Ч-^г) ^ ^.-Л) . . - • > ^.1-(^.) (44) 

сл-Ьдоватедьно они суть ращональныя функщи корня т(л?,). Въ <ш; 
предподожентя для этихъ корней будетъ пм^ть м'Ьсто следующее 

Сл'Ьдовательно и множитель /*Д.г) , будучи приравненъ нулю , даетъ Абе- 
левсвое уравнен1е. 

Остается только показать, что рядъ (44) исчерпываетъ веЬ корвк 
уравнен1я /*,(х) = 0. Во всякомъ случа'Ь синметрпческая функщя алемея- 
товъ (44) или (43) не изм-Ьняется всЬми подстановлен1ЯМЯ не изменяю- 
щими симметрическихъ Функщй элементовъ (42). Сл-^Ьдовательво первык 
изъ этихъ функщй выражаются ращонально чрезъ одну ивъ вторыгь. 
Такимъ образомъ коэффищенты уравненхя 

[х~т(:^,)][х~0.т(х.)] .... IX — 9^^,т(хЛ = (45) 

изв'бстны въ коэФФицхентахъ множителя /|(х). Такъ какъ /^(х) = есть 
несократимое уравнеше, то уравненхе (45) даетъ всЬ его корни. Еслнби 
уравнен1е (45) было несократимо, то этого нельзя утверждать по пр<' 
чин-Ь неопред'Ьлеиности т. 
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ТОЧНО опред'&женное. Тавимъ образоиъ подстановлешя грушиы могутъ 
точно также выразиться системой подобной (46) 

5^5,*'^», . . . , 8^/^к^ гд-Ь (Л< = 0, 1, 2, ... , п» — 1) 

а 

въ которой каждое подстановлеше будетъ представлено одинъ и только 
одияъ разЪ) а сл1Ьдовательно соответственно свойству символа ь должно 
быть 

числа п^^ п, , . . . , щ им'Ьютъ вышесказанное свойство. 
Для образовангя разр'Ьшающей Функщй положимъ 



ф,(а:.)=^ 0^0,*» . . . Ь^^к(х,) . . . , (п< = 0, 1, 2, . . . , п.— 



1) 



И возьмеиъ циклическую Функцш 



гд'Ь 0)^ есть первообразный корень уравнен1я 

^>)*^^=^ 1 . 

Функц1я ^1(^1) °^ изм'Ьняется подстановлешяыи группы принадлежащей 
уравнешю. Въ саиомъ Д'Ьл'Ь, подстановлетями группы 

б^.= {*., ^.., ...,**} (47) 

функщя ф^(х^ не изм'Ьняется, степенями 5^ Функцгя ^^х^) изм'Ьняется въ 

Ц,{х,) , Щ{х,) , . . . , О/' -^ф.(^0 

и не ии'Ьетъ вл1яшя на Функцдю ]^. Сл'Ьдовательно ^ выражается ращо 
нально въ функщй коэффищснтовъ даннаго Абелевскаго уравнен1я и въ 
•уввцш 0)^. Сл'Ьдовател1»но, въ силу предложен1я1У, ф^ представляется кор- 
■емъ Абелевскаго уравнешя бол^Ье простаго. Зная Фунвщю ф^ буде1Г& 
■мФтъ вс1» функщй принадлежащ1я подгрупп'Ь бг, группы 6^. 
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Положимъ дал1^е 

И составпмь циклическую Функцию 

гд* (Осесть первообразный корень уравпеп1я (о"^=1, Функц1я "/.1,2 не из- 
меняется подстановлеи1Я1ми группы О^^ а сл1;доватольпо выражается ра- 
шонально въ Функц1И 6^. Къ самомъ д15л1>, подстанопдеп1пмп групиы 

ч 

Функц1я ^1,2 не измтзняется, а степени подстановлен1Я .ч*^ даютъ только 
значен1я: 

Такимъ обра 'омъ, прилагая пиедложеп)е IV, изъ Ь найдемъ '1^1,2 р^шал 
Абелевское ураппе1пе степени п^ еще проще. 

Вообще, если положимъ 



,.,(.■) =.Уо,^/-' .... 0/*(.г,) 



^'>4-1 ^'к 

И полагая 

/.1.21 . . . .V 

гд'Ь (1).^ есть перво<>бразный ко]»епь у])авне1П}1 {•)">= 1, вычислен1е фунж- 
Ц1П '^1, 2,.--Г'(-^',) будеть зависть оть Функц1и 



Л^ ' . . . . /. •• ! / 



^'V ..\ 'Ч: 



подобно составленной, ])Г>шая Абелевское ура.мкпи' еще и; оте тт.хъ, 1х(>то- 
рые были опред'Ьлепы предложеи1емъ IV . 
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Пусть л^ будетъ одно изъ подстаиовденхй группы О даннаго Абелев- 
скаго уравнен1Я, сл^Ьдовательно порядокъ его будетъ р, пусть 5 будетъ 
другое подстановлеше той же группы не содержащееся между подста- 
новлен1ямп 

.. >• * ч ^ ч* /' " 1 1 

л, , .3, , о, , . . . , л, ±» 

Такъ какъ л'1л^=:л^.91 по свойству групп ь Абелевскихъ уравнешй, то 
группа 

образованная изъ подстаиовлен1Й л"! и л*^ состоигъ изъ подстановлен1й 
коихъ число не превышаетъ р\ Она действительно ихъ содержитъ ;/, 

въ томъ случа* когда изъ .у/'б*^''= 5,^*?/ ел1здуетъ равенство « = а , Ъ = ^. 

Еслибы было 



то было бы 



.4," .4^ '' :=1^ .Ч^^Я ^ 

1-1 I ^ 



5.'-'=5.?-". 



*. 



Для всякаго числа 3 = 6 отличнаго отъ О можно найти такое число »г, 
чтобы 

т {} - Ь) Е?. (Мр) 

откуда сл'Ьдовало бы 

ЧТО невозможно. Сл1здовательно ^=?>, а а = (1. 

Если а^2 , пусть 5^ будетъ новое подстаноплен1е не содержащееся 
между р* подстановлен1ями Формы .ч^ч^/'. Такъ какъ б*^5.= 5^5^, ^«^"^1^^ '^»^1 ? 
то группа 

//:=_{.^^, ^^^, .4^ 

будетъ состоять изъ пидстановлеи!» числомъ не превышающихъ^'. Она 
действительно ихъ содержитъ //, пъ томъ случае, когда изъ 

г 

1 ^ 5 1 . -•; 

можно вывесть равенство а^^^г^ ?> — :- л 6*=^ у. Изъ этого уравнен1я бу- 
детъ следовать 
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Продолжая подобныиъ образомъ, легко вид11ть, что во1Ь р* подета- 
новжея1Й иогутъ бьггь приведены въ ФорлгЬ 

^.^«^.^, . . . , ^01^» гд* (Х, = 0, 1, 2, ... , р—1) 

въ которой каждое изъ аодстановлен1й входить одинъ и только одинъ 
разь (сн. § 178). 

Если теперь выберемь за разрЪшающхя функщи 
?а(^« , а:, , . . . , агн) принадлежитъ групп* Н^-={$^ , *„..., 8^_^ } 



ТО каждая изъ нихъ будетъ зависЬть отъ Абелевсваго уравнен1Я р-ой 
степени. Корни даннаго уравненхя 2>(1-ой степени выражаются рацхональ- 
но съ помощью Функц1и ср^ , ср, , . . . у сро^, такъ какъ функщя 

принадлежитъ групп'Ь 1. (См. § 170). 

§ 182. Корни такого уравненгя числомъ р'^ могутъ быть представ- 
лены символомъ 

^»,^ ж., . . . , .а гд* (ях = 0, 1, 2, ... , 1? — 1). 

Пусть а;^9 {^9 - • • ) ^ будетъ тоть корень, который под станов лешемъ 
^1^%^^ • . . , 8^ зам-Ьщаеть корень лгж,, ж., . . . , ж^, то подстановленхе 

8^^^ . . . 8^^.8С^8}^ . . . 5д^я = 54^1'^^15^^2"*"^ . . . ^/а"*"^» 

ВЪ силу первой части зам'Ьститъ ^ж^- ж,) • . • ? ж^ т'Ьмъ ворнемъ, который 
подстановлешемъ 
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зам'Ьщаетъ корень ^^4, ^,э • . • , ^ ; въ силу же второй части этотъ ко- 
рень есть 

Ху л.". ,' ц_: ,...,-• ц_: 

сл'Ьдовательно произвольное подстановлен1е 

-, - с 

зам'Ьщаетъ произвольно взятый элементъ 

т. е. будемъ им'Ьть аналитическое представлен1е подстановлен1Й 

5*'-5/ • • • • ''^г'^ = \.^,^ ^,, . . . , ^^ ; ^,+ ^., ^,+ А,, . . . , ^а+Ад] [Мр) 

Следовательно группа Абелевскаго уравнен1я степени р^, коей подста- 
новлен1я им'Ьютъ всь порядокъ р^ составлена изъ аривметическихь под- 
становлен1Й порядка р'^ (Мр). 

§ 183. Перейдез1ъ къ вопросамъ более спец1альнымъ. 

27: 
Пусть п будетъ какое нибудь число, означимъ чрезъ а частное — . 

Известно что количества 

Со8 а , Ооз 2а , Сов За, ... . Соз па 
удовлетворяютъ следующее уравнеше съ рацюнальными коэФФицхентами 



1 ,^ . 1 п{п — 3) 

4'^ ^1в 1.2 



X"— . пх"-'^4-. .-' -'х'— *— . . . = о 



Полагая Соз а = л: будемъ иметь для каждаго целаго числа /л 



(48) 



Соз )па = О ('Соз а) 

Ч / 

где О означаетъ целую Функд1ю. Если чрезъ 9^(Соза) означимъ Соза^т, то 
найдемъ 
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Сл'Ьдовательяо корни уравнен1я (48) выражаются ращонально въ Фунв- 
цш одного изъ нпхъ и что 

9.е(а;.) = 9.0(х.), (а;=Со8а). 

Сл-Ьдоватедьно уравнепге (48) Абслевское. Поэтому можно алгебраически 
опред'Ьлить 

X = Со8 а= Со8 — . 
* п 

Это прим'Ьръ относится къ § 177. 

§ 184. Пусть п будетъ простое нечетное число п = 2у-[-1, то корни 
уравнения (48) будутъ 

Такъ какъ посл-Ьдшй изъ этихъ корней есть 1 , то уравнеше (48) Д'1Ь- 
лится на X — 1. Остальные корни по парно равны 

2тт. ^ (2V + 1 — т)27Г 

^^^2^:1=^^^ --2н=^ 

Следовательно изъ уравнен1я (48) можно вывесть уравненхе съ рац10- 
вальныии коэффишентами, коего корни будутъ 



/1 2т: 41Г 2>1Г 

2V-^-1 ' 2>-|-1 2>-|-1 

Это уравнеше им'Ьетъ Форму 

1( у-3)(у-4) , _ 

-Г 32 1.2 ...—«. 



(49) 



Введемъ слфдующ1я обозначешя 



С08 - !\ :1:=1 Со8 а = х 

2>-|-1 
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ТО будемъ им-Ьть какъ выше 

2 шт: 



С08 



- г^- =^ 'К-^) =^ Соб та 



такъ что урав11е1Г1е (48) будетъ удовлетворяться корнями 

'.[х) , <,'{х) , <,\х) , . . . (50) 

Такъ какъ для кажлаго ;".11ачетп числа а пмьемъ 

Сс'Б та = ^/''Со8 и) , 
то сл'Вдуетъ что 

0*(Со8 а) = Соя т'а , 0^(Со8 (г) =:^ Со8 ж^/. , . . . , ('*[Со8 а) = Со5 т'-*а, . . . 

и ко|>нп (50) представляются въ ФОрм'Ь 

Со8 п , Со8 та , Со8 т*а , Со8 т\1 , . . . , Со8 7н^а , . . . 

Означпмъ чрезъ б/, какой ииоудь пзъ иервообразпыхъ кор:1ей простаго 
числа 2*^-{-1 , V членовъ ряда 

Со8сб, Си8^//(, Сои г/(1 , . . . , Со8//'~*а (51) 

будутъ различны между собою. Въ самомъ д1}лт>. пзъ уравнен1я 

Со8/у'''а= Со8 </)\ а >^ 
гд'Ь а и 5> меньпте V , следует ь 



2- 



и если кмТ^сто а подставим ь его 1плпажеи1е ^ ,-— , то 

2V-]-1 

откуда 



Т / Ч I * N 
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раэд'Ьляя на д^ и умножая на д^'^^ +1 будевгь ивгЬть сравнен1е 

^2(а-р)^1 ^М•(2V+1) 

но тавъ вавъ 2(а— ^)<^2V, то это сравнен1е невозможно. Сл-Ьдовательво 
Соз^^а не можетъ быть равно Соз^а 
Кром1Ь этого еще им'Ьемъ 

Со8 д^а = Соз а 
Въ самомъ Д'Ьд'Ь, 

д^ -\=[д- ^\){^^- ^1)={) М{Ъ^1) 

сл'Ьдовательно одинъ изъ множителей д^ — 1 или д^-\Л долженъ д'Ьлиться в» 
2V4-11 поэтому 

соображаясь съ этимъ им'Ьемъ 

Соз д^а = Соз [ ± 1 + * (2^+1)] а = Соз ( Ч^ а -{- 2т:А;) = Соз а. 
отнуда видимъ что ворни уравнен1я (50) даются рядомъ (51) или рядомъ 

аг, е(х), 0'(х), . ; . , Ь^-^{х) 

ВЪ которомъ ^^{х)^=-х. Сл'Ьдовательно уравненхе (50) р'Ьшается алге- 
браически. ЭТОТЪ ПрИМ'ЬрЪ относится ЕЪ § 168. 

Если положимъ V = п^ п, , • . . , пх 1 то можно разд'Ьлить овружнооть 
на 2у-[~1 равныхъ частей, р1&шая л уравнешй воихъ степени суть п^, 
п^ , • . . , пх . Числа п^ , п^ , . . . , П) взаимно простыв, а воэффищенты 
этихъ уравненШ суть ращональныя числа (§ 171). 

Если > = 2^,то будемъ им'Ьть предложеше относительно построешя 
правильныхъ многоугольнивовъ, съ помощью линейки и круга. 

§ 185. Если а;^, а:^, . . . , Ху суть корни Абелевсваго уравнен1Я, то 



будутъ также корнями Абелевсваго уравнен1я и ворни х^^ аг^ , • • . , о?, 
будутъ выражаться рацтональпо въ Фунвц1яхъ (р(а:^ , ср(л:^ ? • • • ? ?(^у)- 



270 ГЛАВА ХШ. — РАЦЮНАДЬН. ЗАВИСИМОСТЬ МВЖДУ ТРВМЯ КОРНЯМИ. 

вб1^ перестанавливаютъ х^ я х^^ всЬ акЬ различны между собою и не 
принаддежатъ ряду (2). Если еще 2г<п[п — 1), то найдется новое под- 
становлеше перем'Ёщающее х^ на х^^ не находящееся ни въ одноиъ изъ 
рядовъ (2) и (3). Пусть это подстановленхе будетъ ^, , то въ ряду 

вс^Ь оодстановлешя будутъ различны между собою, отличны отъ рядовъ 
(2] и (3] и перестанавливаютъ х; и х^ вавъ и само ^,. Тавое построеше 
рядовъ будемъ продолжать до гЬхъ поръ пока не исчерпаются ваЬ 
п{п — 1) перем1Ьщен1й. Изъ этого вытекаетъ следующее предложен1е: 

Предложенге I. ПорядоЕъ группы несократимаго уравнешя пой 
степени, въ воторомъ всЬ его корни выражаются ращонально въ Функ- 
Ц1И двухъ изъ нихъ, будетъ д-Ёлитель числа п(п— 1). 

§ 187. Если степень такого уравнен1я 

Г[х)=.0 (5) 

есть простое число, то оно носитъ назваше уравнен1я Галуа. 

Пусть /) будетъ степень уравнешя (5), то порядокъ группы 6? этого 
уравнешя будетъ д'Ьлитель числа .|)(р — 1). Такъ какъ уравнен1е (5) не- 
сократимо, то его группа переносная, а следовательно его порядокъ де- 
лится на />, и по § 48 группа его содержитъ подстановлен1е порядка р. 
Пусть оно будетъ ^. Если бы въ групп'В 6г нашлось, кром'Ь степеней $^ еще 
подстановлеше I порядка р , то всё подстановлен1я з^^ были бы раз- 
личны между собою. Въ самомъ Д'Ьл'Ь, еслибы было 

то мы бы ИМ1&ЛИ 

И если опред'&лимъ г изъ сравнешя 

г{Ь — Р) = 1 [Мр] , (? не равно Ь) 

то возвышая въ степень г предъидущее уравнен1е найдемъ 

т. е. Ь будетъ степень подстановлен1я 5, что не согласно съ предпол)- 
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нФтъ въ групп*!! о подставовленШ перемЪщающихъ вс1Ь адементы, сЛ- 
доватедьно н11тъ также въ О^ кремль единицы, подетано&жешй не пе* 
рем1!щающихъ бодФе одного элемента (§ 61) . Откуда им1№мъ пред- 
южешя. 

Предложенье II. Группа уравнешя Галуа содержитъ кром'Ь подста- 
новлен1я 1 только еще р — 1 подстановлешй порядка р и подстановжетя 
перев1ф1цающ1я р — 1 элеиентовъ. 

Эта группа была разсмотр^Ьна въ § 118 и сл1Ьдующихъ. 
§ 188: Пусть . ., 

5 — ^^/^ X х^ • • . Xр^ 

будетъ подстановлен]е р - го поридка группы О . Составимъ ра8р11- 
шающую Функц1ю 

гдФ со есть первообразный корень уравненхя 

^^—1 = 0. 

Функц1я (р^ не изм^Ьннется подстановлешемъ ^ и его степенями, сл1Ьдова- 
тельно она не изм'Ьняется подстановленхями группы р-го порядка. Если 

порядокъ группы даннаго уравнешя Галуа есть р. -2 , то ^р, будетъ 

Р —1 
им'Ьть ровно значешй, который вс* принадлежать групп^Ь (§ 119) 

такъ что 



Дал'&е , такъ какъ подстановлен1я им'Ьюиия м'Ьсто между '>р, , ср^ , . . . . 
перем-Ьстительны между собою (§ 126 ), то будемъ 

ел'Ьдовательно уравиен1е степени , отъ котораго зависитъ (р^ есть 

Абелевское , по разр'Ьшенш котораго корни х^. х^, . . . ^ Хр будутъ 
зависать отъ в^ораго также Абелевскаго уравнен1Я степени р^ коего 
коэффициенты суть рац1ональвыя Функщи отъ (р^ и коего группа есть (7). 
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Предложсте III. Р-Ьшеше уравнен1я Гадуа , коего группа им-Ьетъ 

о — \ 

порядокъ * , сводится на р1>шеи1е двухъ Абелевскихъ уравненШ 

« Р — ^гг '^ — 1 
степеней р и — ~ . Если есть число составное, то можно пос- 



>л >^ 



л'Ьднее уравнен1е разложить на друг1я Абелевск1я уравнен1я низшихъ 
степеней. 

§ 189. Какъ простой п^ахмИрь у[>авнен1я Галуа есть двучленное 
у]>авне1ие простой степени 

а;Р—А = (8) 

въ томъ случм'Ь, когда корень ^)-ой степени изъ абсодютнаго д'Ьйстви- 
тельнаго количества Л не прппадлежитъ къ области рац1ональности въ 
которой количества р.чЗу-мат|>ива10гся какь рац1ональныя. 

Корни уравнен1я (Н), если л\ есть одинъ изъ нихъ, суть 

,/>^ , (о.г , (о'.-с;, . . . , со/'- и-, ((о/'=1) 

Частное двухъ какпхъ нибудь пзъ этихъ корней равно Н'Ькоторой степени 
первообразнаго корня (о. Степень прилично выбранная этого частнаго 
будетъ равна (о. Сл'бдовательно, когда даны два корня Хй и х^ ^ то всякШ 
трет1й корень выразится чрезъ эти 

т. е. рац1онально въ Функц'ш даниыхъ корней Х\ и х,, . 

Следовательно как'ъ только будетъ доказана несократимость урав- 
нен1Я (Н), то оно будетъ у[)авиен1е Галуа. 

Если бы полпномъ уравнеп'п! (8) разлагался 

ТО, такь какь р есть число 11[)Остое. всЬ множители были бы первой 
степени, и слЬдовательно всЬ ко{ти были бы ра1иональные, такая воз- 
можность должна быть исключена. 

Пусть поэтому степень '^^^') превосходитъ степень '^^[x) . Пусть 
корни ураппен1й 

.р^Ц] = () будетъ х/, .г/, . . . , х„' 
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§ 190. Когда корни даннаго уравнен1я распред'Ьдены по три , на- 
юрим'Ьръ Хд , хэ , х^ , такъ, что два изъ нихъ опред'Ьляютъ трет1й: х^ , х^ 

опред'Ьляютъ л: • х^ , х опред'Ьдяютъ хо ; х^^ х.. опред'Ьлнютъ х^ , то 

такое уравнен1е называютъ 'игроичнымь, 

Уравнен1я третьей степени суть троичныя ибо ихъ корни связаны 
зависимостью 

Изъ уравнен1Й высшихъ степеней уравнешя седмой степени могутъ 
быть троичными въ нихъ семь корней а;^ , д:^ , . . • , х, могутъ быть рас- 
пределены сл-Ьдующимъ образомъ 

/у» гш' О" • 1' 'У ■/"■ • ^ 'У 'У * 'У Т* '>' • ^ ">• ■>' * 

Ь- . п(«— 1) 

Если п есть степень даннаго уравненш, то можно составить — 

различныхъ соединешй его корней по два. Каждому такому соединен1ю 

корней х^ и Х7 принадлежитъ трет1й корень ;г . Каждая тр1ада пред- 

<5тавляется три раза, смотря потому берется ли за основное соединеше 

двухъ корней х^ и ха или х^ и а; или хо и л*^ . Сл'Ьдовательно есть 

и [п — 1) 
^ — - тр1адъ. Такъ какъ это число должно быть ц^лое, то такой ха- 

рактеръ могутъ им'Ьть только такхя уравненхя въ которыхъ степени бу- 
дутъ числа Формъ 

п = 6ш 4- 1 . 6т + 3 ; 

число бш исключается, такъ какъ степень уравнен1я должна быть чис- 
ломъ нечетнымъ, что видно изъ соединен1я корня х^ со всьми осталь- 
ными, которые поэтому соединяются по два. 

Остается показать что для каждаго изъ чиселъ Формы ;/=Ст-|-11 
п=6т-|-3 существуетъ система тр1адъ. 

Легко показать способъ составлять изъ системы тр1адъ изъ п эле- 
ментовъ систему тр1адъ пзъ 2«-|-1 элемеитовъ и изъ двухъ системъ трхадъ 
п^ и п^ элемеитовъ систему тр1адъ изъ п^уг^ элемеитовъ. Такимъ обра- 
зомъ им'Ья систему для >г = 3 будемъ пмЪть для п = 1^ 15, 31, . . . *, 
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§ 291. Теперь поважемъ способъ составлять изъ двухъ системъ. 
трхадъ степеней п^ и п^ третью систему п^п^ степени. Пусть индексы 
первой системы будутъ а, 6, с, . . . , а второй а, Р, у, . . . 

Означимъ тр1аду индексами соотв'бтственными эдементамъ. Такъ. 
первая система трхадъ будетъ 

а , 6 , с ; а у с1 , е] & ^ с2 , ^ ; • . • (9} 

а вторая система 

а Л . Т 5 21 . * . б ; а , С , Ч ; . . . (10) 

элементы составленной системы суть 

Составимъ сл1Ьдующимъ образомъ систему тр1адъ. Во первыхъ поста- 

вимъ послФ каждаго элемента строки (9) элементъ а; этимъ мы полу- 

п(п— 1) ^ 

чимъ '^ * — ^ тр1адъ элементовъ съ двойнымъ индексомъ. 
о 

За тЬыъ поставимъ р, потомъ у, потомъ 3, . . . и такъ каждый ин- 

дексъ второй системы посл'6 каждаго индекса каждой трхады (9). Это- 

„ п(п.—1) 

даетъ каждый разъ *^ * — - и всего 

^(п-1) 
"*•• 6 

трхадъ между элементами х^^ , х^й , х^^ ? • • • ? ^Ьа ) ^63 5 • • • ^^* ^^"^ 
различны между собою и суть 

аа , &а , са ; аа , с2а , еа ; &а , с{а , ^а ; • . • . 

о? , Ь? , с? ; а? , Д? , е? ; Ь? , с«? ,(/?;... . (11) 



За тЁмъ поставимъ каждый индексъ первой системы (9) передъ каждымъ. 
нндексомъ второй въ (10), такимъ образомъ получимъ 

П/П.--1) 
»• 6 
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тр1адъ между п п^ элементами, опред-Ёляемыми двумя индексами. Эти 

также веб различны между собою и отличны отъ (11), он* содержатся 
въ следующей таблиц'Ь: 

аа , а^ , а*/ ; аа , а5 , аг ; а2 , а^, ^ аг^ ] . . . . 

Ьг , Ь} , Ь; ; Ьг ^ ЬЬ ^ Ьг \ 6а , Ы; , Ьт] ; . . . . (12) 

сг , с} , су ; 07. , <'3 , с? ; га , с*!; , сг, ; . . . . 



Наконецъ соединимъ каждую тр1аду (9) съ каждой тр1адой (10) такъ, 
чтобы поел* каждаго изъ трехъ элементовъ одной тр1ады (9) былъ пос- 
тавленъ одинъ элементъ одной тр1ады (10). Когда дв1> тр1ады установ- 
лены, это можно сделать шестью различными способами, наприм'Ьръ 
съ Ь, й, с и а, 5, Г|, такъ 

Ъг , а:, , дг^\ Ь% , (Ц , 5^: ; Ь: , с7а , дт^ ; К , ^г^, дт. ; 

Ьг^ , (Ы , ^: ; Ц , (/: , дг . 

Поел* этого получпмъ изъ (9) и (10) таклхъ соединешй числомъ 

Расположимъ вс* ихъ въ следующей таблиц*: 

аа , Ь} , су ; га , бу , с) ; а^З , Ьа , гу ; . . . ; ау , 1»^ , са ; 

аа , Ь5 , сз ; аа , Ьз , с5 ; а5 , Ьа , гз ; . . . ; аг , ЬЬ , сг ; (13) 

«а , (1} , ^у ; аа , (?у , е} \ а} , <11 , ^у ; . . . ; ау , г.\^ , ег ? 
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и друпя подстановлен1я (\ Ь'\ . . . которыя, кром* этихъ, не перем*- 
щаютъ еще и друг1е, напрпм'Ьръ 

ТО а будетъ, по крайней м'Ьр'Ь, равно т-\'\, 

Въ самомъ д-Ьл-Ь, ^ не можегь изменить ни одной тр1ады, принад- 
лежащей соединен1ямъ втораго класса 

Элементы присоединенные къ этимъ комбинац1ямъ всЬ различны между 
собою, следовательно I' не перем-Ьщаетъ не мен1зе 2т~|-1 элементовъ. 

4. Означимъ чрезъ Ха^ хь, Хс элементы какой нибудь тр1ады, каждое 
подстановлен1е, содержащее посл'Ёдовательность ХаХьХс зам'Ьститъ элементъ 
Хс снова элементомъ Хц, сл1Ьдовательно оно содержитъ кругъ [л^а^ь^с]- 

Если подстановлен1е не перем'Ьщаетъ элементъ Ха, а зам-Ьщаетъ Хс 
на ^6 , то оно зам'Ьщаетъ снова Хс на Хь т. е. будетъ содержать пере- 
м'Ьщен1е {хьХс). 

5. Группа, принадлежащая систем* трхадъ (11), (12), (13), содер- 
житъ подгруппу, перемещающую только вторые индексы и другую пе- 
ремещающую только первые индексы. Первая не перемещаетъ сос- 
тавъ (11) , а вторая (12). 

6. Такъ какъ троичное уравнеше пм*етъ разрешающую Функцш 

^ — ^ значную, которая была выше означена символомъ (р , ^^ г), 

п(п— 1). 
следовательно ея значен! я получатся решая уравнеше ^ — - {степени. 

Порядокъ группы этого уравненхя будетъ 



1 (п(п—1) 
0^ V 6 



I 



• I • 



Если Функц1я [р^д^уг) будетъ известна, то будутъ известны Хр^х^^Хг 
изъ уравнешя 

[х — Хр) {х — х^ [х — и;^) = о 
котораго группа есть 

1 , [Хр Х(- Хг) , [Хр Хг Хг^ , \р^р *^^) ") \^р <^г) ч [-^ц *^г) 
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Откуда видимъ, что только подстановлешя Формы 



Р 7 ^^Р Л"^^! ~\~ ^'^ Ч" ^ 



а\ ар -\- ь'а + с г -\- т! I (3/3) 



составляютъ группу троичной системы. 

Чтобы этотъ симБОлъ представлялъ подстановлеше, необход 
достаточно чтобы определитель 

а , Ь , с 
а', V, с" 



а\ У\ с" 



не былъ равенъ нулю. 

Въ Форм-Ь ^* содержится 

;^'(3'_ 1) (3'- 3) (3'- 3-) 

подстановлен1й, сл-Ьдовательно это число даетъ порядокъ троичной 
пы изъ 27 элементовъ (§ 135). 

§ 194. Чтобы обнять общ'т зависимости безъ запутаннаго П1 
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не сравниваемъ съ нулеиъ по модулю 3, то веб подстановден1я Формы } 
представдяютъ троичную группу О изъ 3' эдементовъ группу, порядка 

г = 3X3'- 1) (3*— 3) (3*— 3*) (3'— 3') 

Выд1Ьлимъ изъ предъидущей группы ту подгруппу Н для которой 

а=Ь = с=0, ^=а 

Въ этоиъ предложешн (I' должно ниФть два значевЁя 1, 2 ; о(^, <1, , <}, ,н 
^1) '^,у ^11 ^'^^ будутъ иы'Ьть 3, остиьные элементы должны удовлетво- 
рять условш, чтобы 






(ЖЗ) 



не было сравниваемо съ нудемъ по модулю 3. Число подстановлешй 
подгруппы Н будетъ 

2.3ХЗ*-1)(3'-3)(У— 3«) 

Если ф^ есть Фунвц1я принадлежащая групп'6 Ну то число ея значешй 
будетъ равно частному порядка троичной группы О на порядовъ груп- 
пы Н (§ 44) т. е. будетъ равно 

У(3*— 1) (У— 3) (У- З*) (У >- 3^ _ 3*— 1 
2.3\У— 1) (У— 3) (У— У) ~ 2 

Въ глав^Ь X мы вид^и что разысванхе этого значешя зависитъ отъ р1Ь- 
шешя уравнен1Я, коего группа Д есть самая общая особенная под- 
группа группы О у содержащаяся въ Н. Разыщемъ ее. 

Форма подстановлетй группы Н^ есть 



*.= 



я. 



е. 



вл+ Ьа+ «'лЧ- <^.*4+ «. 

«Л+ ^А+ СЛ+ <*;«'.+ а. 

вЛ+ ЬЛ+ «Л+ <*;«'.+ а. 



Л ; »А+ * А + с А + <^Л+ «. 



(ЛГЗ) 
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ихъ характеристическое свойство состоитъ въ томъ, что, будучи преоб- 
разовано (^ , какимъ нибудь подстановден1емъ группы О им'йетъ туже 
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Иреобразуемъ теперь съ помощью подстановлетя 



п 






8. 



8, 



е. 



е. 



8, 



8, 



8. 



г. 



8, 



8 — 8 — г 

4 I I 



(ЛГЗ) 



8. 



8, 



8. 



^4+^1+^. 



{МЩ 



то найдемъ что сГ=0, Л=0^ подобныя преобразовашя дадутъ сГ,:=0 
такъ что Форма подстановлешй группы Н^ приводится къ 



*.= 



л 



е. 



в. 



Д^. + а, 

*. + ». 



(ЛГЗ) 



Чтобы показать, что эта посх^Ьдняя «орма достаточна иреобразуемъ \ 
подстанов1ен1емъ т^ гд'Ь 



1-1= 



*« 5 а'*, 4-Ь'«, +с'*, +<*''', -Ь"*' 
-г. ; а^"Ч+ Ь'"''.+ с'"'-?,-|- (?'"'<•,+ а'"> 
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откуда будемъ им'Ьть 



\= 



•^. ; д 






Ла' 






+ 



01) 



(Ш 



+ . • • 



Преобразуя Ь^ подстановлешемъ т^ т. е. составляя подстановлеше '^~^^^^^^ 
г^ наприм'Ьръ изменится последовательно въ 



затЬмъ въ 



и наконецъ въ 



дОгЦ-!- 6(1''>^^4- С^'^'^^,+ (г<^^^5'^+ а''^^^ 



«■^'1^Ц+ а^ + и'\й2^-\- а^+ . . . 



а^»^>й 



1 ЙЛ 



Д г7а 



' "'с I 



• • • 



-|-Ь'">(г 



1 л^ , 4- 



+ • 



Расаодагая по ^, , г', , ^, , . . . , въ силу свойствъ определителей, коэф 
Фнщенты у •?, , ^, , ^, , равны нулю, именно 






= 



^ I , ^Д , ,, , г7Д , , 



йа 



аа' 



сТ ( , . й! , ,, , г/Д , 

/2(1'') иь^»^) к 



б/а 



^'г 



ЙЬ 



= 



а коэФФищентъ у ^^ будетъ равенъ й. Тоже им'Ьетъ мЪсто и для ^^ , <з'^, ^^ . 
Сл-Ьдовательно групаы ^БГ^ состонтъ изъ 2.3* подстановлен1Й Формы Ь^. 

§ 195. Такимъ образомъ видпмъ (пзъ глав. X), что всЬ значения Функ- 
щи '^^ завис ятъ отъ уравиен1я степени — ^ 1 коего порндокъ группы 



есть 



.-_ г _ З'(3'- 1) (3'- :}) (:Г- ;Г) (З'- \^ __ .,, 



Г 



•>* 



2.3 



= 3'.80.26.8. 



Если это уравнен*1е будетъ р1>шепо, то группа троичнаго уравнен1я 
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сводится на группу Н^ , подстановлен1я которой им^Ьютъ Форму 



'.= 






(ЖЗ) 



а порядокъ г,:= 2.3*. 

Д.1Я дальнФйшаго аонвжев1я группы составинъ изъ группы Н^ 
подгруппу сТ", содержащую всЬ подстановдешя Фориы < , въ воторыхъ 
а^= 0. Пусть (р^ будетъ Функщя принадлежащая групп* «Т*. Если Функщя 
% будетъ известна, то группа Щ сведется на самую общую особенную 
подгруппу группы Н^ , содержащуюся въ ^. Назовемъ эту группу чрезъ 
Д и разыщемъ ее. 

Подстановлешя и этой группы должны им'ёть Форму 



14 = 



'. ; 



*. ; 



*. ; 



^. ; 






<?'.?. 



Возьмеиъ ^, въ предъидущей Форм^Ь, то 



к-'= 






-=^) 



*. 5 оГ ^^' 



^. ; й^*~"»^ 



а ^, и <,~* изм'Ёняетъ «, на 



йг-.+ а. , ДйХ+а., «^(•г — я.) + а. 
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чтобы посл-Ьдыее выражен1е не было постояннымъ должно (1'=1. Чего 
достаточно, а поэтому Н^ состоптъ изъ всЬхъ подстановлен1Й Формы 

^.= 1^. ^ ^. ^ ^: ^ ^» ^ ^.+ "» 5 ^.+ \ ^ ^Л- а, . г;\ (16) 

и порядокъ ея равеиъ о\ 

Функц1я (х^^ можг^тъ быть получена изъ ^^^ р-Ьшая уравнеше коего 
степень есть 

Такимъ образомъ группа //^ Функщи ^^ сводится на группу Д^ , коей 
подстаноклешя им'Ьютъ Форму (16), а поридокъ ел .Т. 

Такимъ образомъ пзь группы // можно составить подгруппу К 
ИЗЪ т'Ьхъ подстановдешй группы ^/ , въ которыхъ а.= 0. Пусть ъ бу- 
дегъ функция прпнадлежаи;ая группЁ К. Если Функ1ия 'Ь^ изв-Ёстна, то 
группа Н^ сводится на самую общую особенную подгруппу Н^ группы 
11^ , содержащуюся въ К. Легко видЬть что 

слЬдовательно И^^^К. За тЬ-лъ возьмемъ подгруппу а группы Н ^ въ 
которой а=^0 и т. д. Изъ этого имЬемъ: 

Если последовательно опред-Ьлимъ Функции ^. , ^^ , принадлежащ1я 
группамъ: 

//. коей поде гап(>г.леп1я суть 



Г' -* 



.4 кос;] полстапонлси1я суп, 

то можно от ь '^^ перейти к ь ъ^ , а отъ ^^ къ ъ^ , рЬшая уравненае коего 
группа имЬеть порядокъ 1>. Наконецъ Функгия '^^ даетъ полное р-Ьшенк 
троичнаго ура1!пен1н съ нолющыо ураинеыАЯ, въ коемъ порядокъ группы 
будетъ Спока 'Л, 

§ 1М(). Вместо того, чтобы начать съ г|)упны Функц1И ср , можно ст 
таким ь же уснг^хомъ и.ччат!. сь груины другой Функц1И 6 , коей подста 
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§ 197. Для новыхъ элементовъ им'Ьемъ тол»во одну троичную систе* 
му, каЕъ увидимъ сейчасъ изъ д'Ьйствитедьнаго образован1Я. Сл'Ьдова- 
тельно нашу систему для п = 9 можно разсматривать какъ общую. 

Въ этомъ случа'Ь ср^ и с]>^ им'Ьютъ равное число значешй именно 4. 
Форма Функщи ф^ есть 

ф = (со , 10 , 20) + (01 , 11 , 21) + (02 , 12 , 22) 

остальныя три значешя этой Фунвцш суть 

ф.= (00, 01, 02) + (01, 11, 12) + (20 , 21, 22) 
ф,= (ОО , 12 , 21) + (02 , 11 , 20) + (01 , 10 , 22) 
ф = (00 , 11 , 22) + (01 , 12 , 20) + (02 , 10 , 21) 

ЭТИ четыре значея1я можно получить изъ полнаго р'Ьшешя уравнен!» 
четвертой степени. Предположивгь, что оно р'Ьшено, а сл^Ьдовательно ф,^ 
Ф|' Ф|) ^4 изв'Ьстны. Теперь положимъ 

5(^={^-(00, 10, 20)}{-вг — (01 , 11, 21)}{^— (02, 12, 22)} 
^={^9 — {^0, 01, 02)}{^-(10, И, 12)}{-1Г-(20, 21, 22)} 



(00, 10, 20) =(и-а?^(и — а?^(<«-а;^ 

(01, И, 21) = (и — а;^(и — а?„) (и-х..) 

(оо , 01 , 02) = (и — а?^ {и — х^ {и — я;^ 

(Ю, 11, 12) = (и — а;.^(и — х„)(и — д;„) 



Сл-Ьдовательно Функцхя ^ выражается ращонально чрезъ ф^, 1^ выра- 
жается ращонально чрезъ ф^ и т. д. Функщи ч^^ Х| ^ • • > будутъ третьек 
степени относительно 0у приравняемъ ихъ нулю и рфшимъ уравнен1я: 

Х = 0, •д=0, . . . 
то ихъ корни суть Функщи третьей степени относительно и. Изъ ш^*- 



ГЛАВА ХШ. — РАЦЮНАДЬН. ЗАВИСИМОСТЬ МЕЖДУ ТРЕМЯ КОРНЯМИ. 293 

становлен1й, не изм'Ьняющихъ, наприм'Ьръ (00, 10, 20) будутъ только 
т* три, которыя перестанавливаютъ между собою троичные элементы 
00, 10, 20. Посл-Ё р'Ёшен1я двухъ уравненхй, изъ коихъ одно даетъ ф, 
а другое г , уравнеше девятой степени будетъ сократимымъ. Оно раз- 
лагается на три множителя третьей степени изъ коихъ каждый, какъ по- 
казываеть группа В^ (§ 194) , будутъ Абелевск1е уравнен1е. 

Вычислен1е корней дается лучше р'Ьшен1емъ уравнен1Й 

лервое изъ нихъ даетъ значен1я 

(« - ^») (« - ^.,1 (« - ^») (18) 

{и - л^ {и - X.,) {и - х„) (19) 

(« - О (« - ^«) (« - ^«) (20) 

а второе даетъ 

(« - о (" - ^„) (« - ^^ (21) 

(« - =^.о) (« - ^..) (« - ^..) (22) 

(м - х„) (м - а:..) («' - х„) (23) 

КоэФФИц1енты этихъ трехъ выражен1й известны рацюнально. Если опре- 
Д'Ьлимъ общихъ наибольптихъ д'Ьлителей {Щ^, (19), (20) и (21), (22), (23), 
то найдемъ корни. 

х^. ^,0 5 ^^о'> ^^^'^ обпие д'Ьлители (18) съ (21), (22), (23) 

к, ^.., ^•,.. < < * (20) . (22), (22). (23) 

^0, , ^.. , ^. , « « ^ (20) с (21), (22), (23) 

Такимъ образомъ имЬемъ сл-Ьдующее предложен1е : 

Предложенге III. Троичное уравнен 1е девятой степени р'Ьшается 
алгебраически. Посл-Ь р-Ьшешн одного уравнен1Я четвертой степени и од- 
ного третьей оно разлагается на множителей третьей степени, которые 
суль Абелевск1я уравнен1я. Новые корни найдутся, р']^шая одно уравне- 
ше четвертой степени и два уравнен1я третьей степени. 



ПАВА ХШ. — РАЦЮНАЛЬН. ЗАВИСИМОСТЬ МЕЖДУ ТРЕМЯ КОРНЯМИ. 295 

принадлежитъ къ роду уравнен1Й разсмотр'Ьнныхъ въ § 196. Можно бы 
было доказать еще, что если х^ , ^^^ ^^ суть абсцисы или ординаты 
трехъ точекъ сопряжены ыхъ перегиба, то 

гд* о есть рациональная симметрическая Функщя двухъ элементовъ, но 
мы оставляемъ это доказательство. 



ГЛАВА XIV. 
Уравнетя решаемый алгебраически. 

§ 199. Если О есть группа даннаго уравнен1я 

т - о (1) 

составная^ составъ коей составляюсь группы 

^ э 6^, • ^. , , • • ? С^> •) 1 (2) 

порядковъ 

то р-бшенхе уравнен'п! (1) сводится на р-Ьшенхе ряда уравненШ простыхъ 
несократимыхь^ степеней 

- '■' '■' *■'-' г (4) 

Г Г Г г^ ^ ' 

I у I V 

Первое изъ этихъ уравнен1Й даетъ Функщю принадлежащую групп* 6?^ 
а его коэФФиц1епт1л принадлежать группЬ (т ; второе уравнеше дастъ 
функц1Ю принадлежащую группе О^ , а его коэФФИц1енты принадлежатъ 
6г^ и т. д. Вс* уравнен1я обладаютъ свойствомъ, что корни каждаго изъ 
нихъ суть ращональныя Функщи одного какого нибудь изъ нихъ, следо- 
вательно порядокъ ихъ группъ равенъ ихъ степенямъ т. е. группы бу- 
дутъ типа 2. Все уто было доказано въ § 154. 
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им'Ьть м1;сто раньше. Положимъ первое состоится, наприм'бръ, въ пе- 
реход* отъ Н' къ Н^\ то (§ 1Г)5) группа IV будстъ непервообразная въ 
гЬхъ элементахъ, которые связаны переносностью, а группа Н'\ эти 
элементы, связанные переносностью, распред15литъ на отд-ёльвыя систе- 
мы непереносности и ]МОжетъ только связывать переносностью т!} эле- 
менты, которые принадлежать той же систем!» ненереносности группы 
Н\ Эта непереносность распространяется на всЬ сл'Ьдующ1я группы 
Н"\ . . • , Ш'^^^ а такъ же и на члепъ ^Т главнаго ряда, который по 
предложеп1ю не есть 1. Группа ^ распред'Ьляетъ корни на систев1ы не- 
первообразности 

ЭТИ системы выбраны настолько тГ.сными, насколько возможно . Въ 
этомъ случа'Ь пол и н ом ъ 

будетъ известный рац1ональный множитель полинома Дл), который не 
будетъ бол'Ье содержать никакого делителя рацюнально изв'Ьстнаго. 
Такъ какъ по свойству группъ главнаго ряда им'Ьемъ 

то вс'Ь значения Функц1и /\[л) принадлежать одной и той же групп* '/, 
сл-Ьдовательно они известны вмЬстЬ съ /;'(^)» Кром* /\{х) знаемъ еще 
какъ значен1е этой Функц1и 

д''(.^)==(.г-х;')(и.--о . . . и-х.") 



ГГ{Х) =[Х~ ХГ) (:. - ХГ) . . , [х- ХГ) 



(10) 



Если бы мы ен^е им'Ьли новый полиномъ,то онь имЬлъ бы общ1е корни съ 
однимъ изъ (10) {х^Хх), а съ этимъ можно разложить 'С\[х)^ а зат'Ьмъ 
{{х) на рац'юнальные множители, что противорЬчптъ сделанному пред- 
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сл'Ьдовательно каждое подстановлен1е группы М можно выразить тавъ: 
Въ силу переиФстительностп подстановлея1й 8, между собою, ииФеиъ 

' "^1 а ... о. . I —о о^ о^ ... к —1 

т. е. порядокъ каждаго подстановлен1я группы М гстър, Сл']&довательно 
наше Абелевское уравнен1е принадлежитъ къ категор1и т-Ьхъ, который 
были изложены въ § 181. Тамъ § 182 ихъ подстановлен1я были выраже» 
вы аналитически. Для иихъ им-Ьемъ следующую Форму 

^=[^, , г^, . . . , ^4; ^.+ ^.» ^,+ 2. ^ • • • , -ег^+а*] [Мр) 

Симметрическое располол?еше всг»хъ индексовъ ^^, ;ег^, . . . , ^* уже показы- 
ваетъ , что въ перехода оть группы Ж къ 1 находится к разложений 
полинома ^\x)^ какъ видно также когда положимъ 

М' ^[2:^^ г,^, . . . , ^к ] ^,, '-%+"°^,-> • • • . -^л+а*] [Мр) 
М''Е1[2^, 2-,^, . . . , Як ; я,, -зг^, '^,+ а,, . . . , ^к-\-^к] (Мр) 



откуда /; = /.. Изъ этого пмЪемъ во первыхъ преддоженае : 

Предло.>кеи.(г X. Посл1'>дини группа главнаго ряда первообразнаго 
раир'^'Шасмаго ур.чиненхя р^ степени состоптъ изъ р^ аривметическихъ 
подста110влен'|й 

^:^[^,. г. .^. . . ^*; -^.4-'^^ -Г1"^. ^ • • • , ^к'\-^к] (Мр) 

Корни уравнен1Я изоГфазнтся выражен1я>1И 

Такъ накь 6г, группа у[к1ииен1я, перем'Ьстительна съ группою М ^ то 
изъ § 131 слг.дует'ь, что О получится изъ соединен1я подстановлен1й 
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сл-Ьдовательно 



1 

(Л 






Т. е. преобразоваше, какого нибудь подстановлешя группы •/, какимъ 
нибудь , подстановлен1емъ группы 6г, даетъ снова подстановлен1е груп- 
пы еТ". Очевидно зд'Ьсь главный рядъ совпадаетъ съ рядомъ состава, 
ВС* множители состава ^, , ^^ , • • • » суть числа простьш. Это составляетъ 
полное доказательство. 

Если одно изъ подстановлен1Й группы & не перем'Ьщаетъ корней 
Л' , а?^ , то оно не перем'Ьгцаетъ и всЬхъ корней. Въ самомъ д'Ьл'Ь, изъ 

сл'Ьдуетъ «1^1, а = и подстановлен1е д1злается единицей 1=[-е', е\. 

Если одно изъ иодстаиовлен1й группы О не перем1'>щаеть корнях'^ , а 
л:.. I I изм'Ьняетъ на Х1^ то каждый корень х'- зам-Ьннется на х^^^_^\и^^\л.-.. 
Въ самомъ д'Ьл'Ь, изъ у = ау-|-а, 8^а (у-|-1)-{- а сл-Вду^гъ определенно 
а = 3 — у, а = у('^ — 8+1) и разсматриваемое подстаноБлен1е получаетъ 
Форму 

Если подстановлен1я группы О перемЬщаютъ вс1> корни х^ изм'Ьняетъ 

на XI , то х^ заместится корнемъ х^х1 . Въ самомъ дел*, въ этомъ 

случае сравнеше у=ау-[-а не можетъ пмЬть места ни для какого зна- 
чешя у когда а = 1. Если въ немъ у должно перейти въ 8, то долягно 
быть ? = у-|-а, что даетъ а=^? — у, а длл г арифметическое подста- 
новлен1е: 

[^, ^ :-5— у] 

Это те результаты, которые были снача.1а получены алгебраическимъ 
методомъ. 

П^'сдложсте XII. Общ! и разрЬшаемыя уравнетя простой степени 
р суть уравнен! я Галуа. Ихь группа имЬетъ порядокъ р[р — 1) и со- 
стоитъ ИЗБ подстановленШ Формы 
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ляожители ея состава суть простые множители числа р — 1, каждый взять 
столько разъ, сколько разъ онъ входитъ въ р — 1 и само число р. 

§ 206. Перейдемъ къ разр^шаемымъ уравнешямъ бол'Ье общинъ* 
степени ^9* съ первообразной группой. Въ основаши им'Ьются подста^ 
новлетя ариеметлческ1я 

который образуютъ посл']Ьднюю группу М въ главномъ ряду. Чтобы 
перейти отъ М къ предшествовавшей группе Ь ряда необходимо опре- 
д^Ьлить одно подстановлеше лм1}ющее сл1&дующ1я свойства: его Форма 

наименьшая степень этого подстановленхя, находящагося въ М^сл'Ьдова* 
тельно им^Ьющаго Форму ^, должна им^Ьть показателемъ простое число. 
Но такъ какъ вс^Ь степени подстановлешя ^ им^Ьютъ такъ же Форму 
110дстановлен1Я ^, то эта степень должна быть равна 

1Л> ^«1 Л) ^1 = 1 

т. е. порядокъ подстановлешя « долженъ быть простое число. 

Все предъидущее и подобный начала даютъ сл'Ьдующге результаты, 
ла которыхъ бол'Ье останавливаться не станемъ. 

Предложеиге ХШ. Есть три типа разр'Вшаемыхъ первообразныхъ 
уравнешй степени р*. 

Первый типъ характеризуется группами порядка 2р\р — 1)*, коихъ 
подстановлешя выводятся изъ сл'Ьдующихъ 

К, '*; ^.+ а? ^.+ а,1, {1,, а = 0, 1, 2 р^1) 

К 5 ^.5 «А1 «Л1? («. > «Д^^» 2. 3, . . . , ^/-1) {Мр) 

т 

Второй типъ характеризуется группами порядка 2р*(р — 1)' и ихъ под- 
становлешя выводятся пзъ комбинац'|й сл'Ьдуюшпхъ 

[-2^1? ^.; ^.+ а^ ^.+ а|Ь («, . ^—^. 1. 2, ... , р^\) 

К? ^г\ «-вг^+Ь^^о Ч+«^-]- («^^^ !,...,;> -1 ; й=1, 2, . . . , р-1) 

:€ есть, какой нибудь изъ квадратичиыхъ вычетавъ числа /п 
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Трет1й типъ характеризуется группами порядка 242/(;; — 1]'. Форма 
«одстановлешй различна, смотря потому будетъ ли 

р^1 (Ж4) иди р-гЗ (Ш). 
Если им'Ьетъ м'Ьсго первый случай, то къ двумъ подстановлен1ямь 

К) ^1^ ^.+ ^1^ ^,4-а*]^ (2.) а, = <^, 1, 2, ... , р—1] 
к, 5 ^5*) «-^4^ «^,] ^ (а:Е_:1, 2, 3, . . . , р—1) 

присоединяются еще слЬдующтя четыре, гдЬ г обозначает'ь корень срав- 
нен! я {"^1 — 1 [Мр) 

К) ^г'^ Ц: — ЦЬ К. -^,7 Ц- Ц] 

Если р ^ 3 (Ж4г) , то кь двумъ (13) присоединяются еще сл-Ьдующ^я 
четыре, въ которыхъ .<? и ^ удовлетворяютъ сравненхе .?'-}" ^*~Ь^ ^^^ {^Р) 

[^^ , ^^ ; - (1 + .'О ^,+ (^^' - О ^. ^ (^ + ■^') ^.+ (-^^ - -• - ^) ^,1 

При р = 3 первый и второй тины , а при р = о второй не суть 
общ1е. Они представляются какъ частные случаи третьяго типа, кото- 
рый всегда общ1й. 

§ 207. Иерейдемъ къ изсл-Ьдован^ям ь бол^е общимь. 

Совершенно такъ, какъ въ предъидущемъ § для // можно вообще 
заключить относительно подстановлен1Й составляющихъ группу />, пред- 
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жотораго степень, съ простымъ повазатежемъ, первая нм'Ьетъ •орму К 
Такъ какъ всЬ степени подстановленхя ^им'Ьютъ Форму з^ то степень 
подстановлен1я 5, которая находится въ Ь дохжна быть равна 1; откуда 
видимъ, что порядокъ подстановлен1я дожженъ быть простое чисхо. 
ДахЪе видимъ, что группа ^ = {^^8) не дохжна быть непервообравная. 

§ 208. Изъ Формы подстановхешй , вообще возможныхъ , группы 
О видимъ, что : 

Предложенге XIV. Всъ подстановхенхя, за исвхюченхемъ единицы^ 
принадхежапця групп'Ё 

^=[^^^ ^5 • • • ^ ^* ; ^*+о^.^ ^«+«.> • • • ) ^*4-«*1 

перемФщаютъ всЬ корни уравнешя. 

Въ обшемъ схуча'Ь дто предхожен]е не нм'Ьетъ обратнаго, какъ 
при А=1. Въ самомъ яЪлЪ, эхементъ ^«^ , ж,, • . • , я;^ не ивм'Ьняется дхя 






тохько въ томъ схуча'Ь, когда к сх'&дующихъ сравнен1Й по {Мр) 






с/„+а-0 {Мр) (14) 



а*^,+ Ь*-^,+ • • • + (с* — 1) ^„+ аи= О (Мр) 



удометворяютея, сх1кдоватехьно тогда, когда опредФхитехь сравяиваемъ 
е« вухемъ по {Мр) 



Д = 



л^ — 1 , Ь^ , . . . 5 с^ 



«. > 



Ь,— 1 , . . , с. 



а» , Ь» , • . . , с — 1 



Е=0 (Лр) 



а, , а, , . . . , а» могутъ быть такъ выбраны, что никакая система ко- 
дичествъ #^, ^9^^ • . • уЛ^к не будетъ удовхетворять систему сравнешй (13}« 
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изъ А>4-1 сравнешй съ известными а, &,..., с ; а 



2) 



«Л^^+ (Ь -1) ^.^^^Ч- • • • + |?.С|^^>+а=0 



{Мр) 



*) 



а»С.(^)+ Ь»;^^)+ . . . +{с,'-1)Ф+аи=0 



(гд* Х = 0, 1, 2, . . . *) будетъ одно р^Ьшеше соотв-Ьтственно 

а = 1, Ь = 0, . . . , <?.= 0; а.= 



а1=0, Ь*=0, ... 5 с»=1; а»= О 



эти р^шенш ви'Вс'гЬ даютъ подстанов1ен1е 1. 

Назовеиъ одну изъ системъ, состоящую изъ к-^-! корней нашего, 
уравнешя Д1я которыхъ ин'Ьетъ м^сто сравнешя Л=0 {Мр)^ сопряжен- 
нШ ейстемйю^ то будемъ им'Вть дающее предюжеше: 

Предложенге ХГ. Бсхи одно изъ подстановлетй разрешаемой перво- 
образной группы порядка р^^ не перемещаетъ %-)-1 корней, не образую- 
щихъ сопряженную систему, то это подстановдеше есть 1. 

Присоединяя къ данному уравнешю А; -|- 1 такихъ корней^, группш 
О даннаго урбьвнешя сводится на те подстановдегая, который не пере-, 
носятъ Тс-^Л корней т. е. на 1. Съ этимъ уравнеше решено. 

Предложенге ХТ1, Все корни разрешаемаго уравнешя степени р^ 
выражаются рац^она^п»но съ помощью к-^1 изъ нихъ, въ томъ еду чае, 
когда эти после дн1е не образуютъ сопряженную систему. 

Поюжимъ, что одинъ изъ корней есть ^о^о) • • • ^о ^"^^ допускается, 
а такъ какъ это можно подучить изменяя назван1е индексовъ, то опреде- 
житежь будетъ 



Ч-^ = 



;<*', V*^ . . . , с»<*' 



-. ) IV 
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Но тавъ вавъ совокупность корней х^^ д;^ . . . . , Хр^ въ уравиети 

отъ ЭТОГО не изм-Ьняется, то система корней с^ , ^ , . . . , 8^,. , получен- 
ная и8М'Ьнен1емъ въ ^^ С на а)<С<« (о<*С|, . . . совпадаетъ съ системою кор- 
ней полученныхъ изъ выражешя (6) тЬмъ же зам'Ьщешемъ* Сл1Ьдоватехь- 
но будемъ им'Ьть 

^4" <о 41+ ^,со*С/ + . . . = 1«,4- <о»" -8г<4- и^ю/" ^/-[- . . . 
^,+ в)*С4+^УС»Ч- . . . = <*.+ <о/"-вгс+ и.ш/' '•^/+ . . . 



гд'Ь ш/, »/', . . • суть тЬже корни а>1, ш/, . . . только въ различномъ 
порядгЬ. Если предъидущ1я уравнешя сложимъ, то очевидно получимъ 

V =1* 

сл-Ьдовательно отъ сказаннаго выше изм'Ьнен1я раднкаловъ ^г^^^ ^^-^ч^^•^^^а^^и 
и^ не изм'Ьняется т. е. Функц1я и^ рацшнальна въ области ^а» ^а-ь - - - ^,а^у 
а, , а^ , • . • Изъ той же системы уравнен1Й (7) найдемъ 

+ V/(<о^'•+ш^''•<о«-^+<о/"•й)^*+ . . . ) 

+ 

Во второй части этого уравнен1я первый членъ исчезаетъ и уравнеше 
можно написать въ Форм'Ь 

с,=^^^^+^^/+^^/+ .... (9) 

1><*ая степень этого уравнен1я, соображаясь съ оиред'Ьлен1емъ раднкаловъ 
С и Я{ , получитъ Форму 

С^=А^1 (С^-^ , Сё-8 ,...,!;», а, , а, , . . . ) = (^^^<+ ^^V/+ - ' -У' 

=Л+Л^с+Л^/+ . . . 
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ч 

Если къ этому условтю присоедини мъ уравнеп1е 



ТО изъ нихъ будетъ слЬдовать (Ан. § 227), что пли ^, будетъ рацю- 
нальная Функщя количествъ ^^_1 ;^.-2 , . . . , ^^^^ : С.-1 , Ч1-2 , • . • , Са+ь 



а^ , а . . . . пли что 



*> р 



Разсмотримъ первую изъ этихъ возможностей. Въ самомъ д'Ьл'ё, если бы 
^, была раД10налънан Фупьчия количествъ ^(_1 , ^,_2 . . . . , -г', ; 2;^_1 , 

ц^_2 , • • — ^, , «о ' ^1 ' • • • ^ ^^^ ^^^^ ^1-1 7 ^^-2 , . • . , Са+1 НС МОГуТЪ ИС- 

чезпуть ибо 1'ъ протпвномъ случае ^^ была бы функция ращональная 
оть 5'^_1 , 2'^2 •> ' • • ? -^а-ц , «о' ^, т • • • ? *^то не им'Ьетъ м1>ста. Следо- 
вательно въ 

"Ч1-1 ? 41— 2 !> • • • 1 Ча+1 7 ^^ •) ^| > • • • •; 

Т. е. в ъ х^ будетъ два вн'Ьшнихъ корня -г^д и цо а и р1 ^ а, а следователь- 
но въ силу § 211 этого быть не можеть, такъ какъ степень уравнен! я 
^а-=0 есть простое число рх. Итакъ первое предположеше должно быть 
отброшено, а следовательно остается второе 



^« ' -^ Л^ , А^ — О , Л^ , . . . , Аа-^1 — - О . 

Такъ какъ уравнен1е 



Ъ1 ' .^р 



получилось возвышая !^,- вь 2), ю степень, то чтобы эта Форма была воз- 
можна, необходимо чтобы вто{)ая часть уравнен1я (8) состояла изъ одно 
го члеи!1 т. о. 
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Откуда им'Ьемъ сл'Ьдующее предложеше: 

Предложенье 7. Если изм'Ьнимъ значен1я въ выражеши х^ (2) входя- 
щихъ въ него радиваловъ 2^|— 1, 5^—1) • • • ? ^а^ъ въ 

ТО 

ЛГ,^ ИЗМ-ЬНИТСЯ въ («;^ в}) '*» . 

$ 21о. Во всеиъ сл'Ьдующемъ будемъ писать для простоты ви'Ьсто 
р^ просто 1>. 

Зависимости, представляются проще, если возьмемъ первообраз- 
ный корень д простаго числа р и положииъ 

гд'Ь д^ надобно зам'Ьщать его наииеяьшимъ остаткомъ по М {р — 1). 
Тогда количества 

совпадутъ оъ водичествами 

-Ее'', -В/, Д/, . . . , В^_^ 
исключая порядка посл1Ьдовательности и мы будемъ им11ть 

Изм-ЬненЕС радикаловъ, разсматриваемое выше, которымъ Жг^ изм'бняется 
въ (и -8г/)|», асъ этимъ изм'Ёняется (идЛг,")^ въ (идхЯ,'Х)р, когда Х^^р и 

ях = Ха (Ир) 
изм-Ьняеть каждый членъ 

В^ на В^_^, ^ (а = 0, 1, 2, 3, ... . |>-2) 
гд* 1с<^р — 1 и опред'Ь дяется изъ сравнен1я 

д^^л (Мр). 



ГЛАВА XV. — УРАВНВШЯ РЪШАЕМЫЯ АЛГЕБРАИЧЕСКИ. 31;) 

Сл'Ьдовательно этимъ количества 
переходятъ въ 

Вк у Вк^1 , Як^2 у ' • • ^^ -В*+р— 2 

и если эта операщя сд-йлается а разъ, то изъ (11) получимъ 

гд* индексы должны быть взяты по (Мр — 1), какъ только они д'Ьлают- 
ся ^р — 2. 

Если бы можно было другимъ изы1)нен1емъ радикаловъ получить изъ 
В^^ В^^ то это изм'Ьп('н1е, повторенное ^ разъ надъ В^ дастъ 

и наконецъ прилагая къ В^ первое изм'Ьнен1е % разъ, а второе ^ разъ 
найдемъ 

Опред'Ёлимъ а и ^ такъ, чтобы аЛ-|-Рр1 = >, дало общаго наибольшаго 
д-Ьлителя чиселъ А: и )1, то легко видеть, что V = й, а р1 есть кратное 
числа к. Следовательно всЬ члены, которые могутъ получиться изъ В^ 
будутъ только 

^0' ^^*7 ^* 1 - • • у В,р^\ V 

1~* — ;* 

и при дальн'Ъйшемъ изм-Ьненш радикаловъ только переходятъ одни въ 
друпе. Число к есть д'Влитель р — 1. 

Симметрическ1я Функщи количествъ 

В^ , В^ , В2к • . . . 
не изм-Ьняются съ изм1я1ен1емъ корней 

сл'Ьдовательно он* рац1ональиы относительно количествъ <вга_1 » . . . , я , 
а^, 5 а^ , . . . , тоже им^етъ м'Ьсто и для диклическихъ Функций составленныхь 
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изъ В. Точно также для вс*хъ значений \1 = 0^1^2^.,..а==^!^ 
2 , . . . , й — 1 Фунвщя 

известна рац1онально. Въ саиомъ д'Ьл1Ь, лсЬ изм'Ьнен1я заключаются въ 
томъ, что всЬ индексы увеличиваются въ одно время на число кратное 
отъ к. Сл'Ьдовательно изв'Ьстное заключеше показываетъ что В^^^-^ есть 
ращональная Функщя отъ Ву^ и притомъ такая какая В^^ отъ В^. 
Разсмотримъ теперь въ частности 

1 1 

В/=^ид0^^ и 2?/ = 5'. 
Если сдФлаемъ всё измЪнешя значешй 

ДЛЯ воторыхъ не изм'Ьняется 22^=^/, то а\ можетъ изи1Ьниться только въ 
л!^^д^^ а съ этимъ х^ изм'Ьняется ть. Хщ^ а въ тоже время 

В/==^ид г^ въ ш"'*' и^^ 

но съ другой стороны Вх^ изм-Ьняется въ а)"*''^/, то %д остается при 
^омъ безъ изм'Ьиешя. Следовательно и, есть рацЕОнальная «ункцхя отъ 
^г,я=72^. ВсЬ предъидущ1е результаты выражаются слФдующимъ предло- 
жен 1емъ: 

Предложен%е II. Число значен1й который можетъ получить 

когда ироизвольно изм'Ьняются 8начев1Я радикаловъ ва^х , Ва^г ? • • • > ^%-^и 
есть д'Ьлитель к числам? — 1. Это число к есть степень несократимаго 
уравнешя, коего корнями суть значешя Функщи В^ : 

И коэФФИщенты котораго суть рацюнальныя Функц1И количествъ я«^ 
^•+1 7 • ' • 9 ^^1 ) %ч ^п ' - ' ^'^^ уравнен1е Абелевское. Сл'Ьдовательяо 
есть такое изм-Ьнеше въ значешяхъ ^«^1 • . . . , ^/^1 , что повторяя его 
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$ 214. Разсмотримъ теперь Абелевсвое уравнен1е 

ср(Е,) = 

ОНО не есть общее Абелевсксе уравненхе, тавъ какъ между его корнями 
сухцествуютъ зависимости (13), он'Ь даютъ 

В,= Г/(11,) В/ 

(14) 



откуда слФдуетъ, вапвсавъ ^—ц — таввхъ рядовъ, съ помощью подста- 
новденШ 

1=д"'-^-^{/:''-^-*(^г,)./:'-^-"(^г*) . . . аКр-1-*)]' 

(16) 



Первообразный корень д можно такъ выбрать тавъ, чтобы д^^^ — 1 д1»хи1ось 
тол»ко на первую степень числа р, но не на высшую, такъ что 

др-^— 1 —ра . 
Опред'Ь^шмъ ^ такъ, чтобы 

^4-1 = (Мр) , ^з = 5р — 1 
и ес1и поюжимъ 

то «?в , «?, , гс^у...,гОр 1 будутъ корнями Абелевскаго уравнешя точно 

такъ какъ и -й^ , Л* , . . . , Егр-х . . Обратно, въ силу § 185, Д/ будетъ 

ращонадьная Функц1я ко^шчества %о^^ которую означииъ чрезъ Ф(а^. 
Возвышая уравнен1я (15) въ ^ю степень, они будутъ 

Д.^ф(,«;) !«;/-'-*.«;/-•-". . . «'р-1_,}"^ 

1 * (Щ 

Б*''=Ф(«7.)| «./'''*. «;/~'~^*. . . «с.} ' 
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В 
ши пошгая т= - {Мр)у найдемъ 

8 = ту {Мр), 

т. е. ес1И тол»во х^ не изм^Ьняется, то каждое х^^ переходить въ х^ , 
Бели два корня не изм'Ьняются, то т = 1 и всЬ корни не изменятся. 

3. Есди ВСЁ корни изм-Ьняются и х^ переходить въ а;^^ , то 

Д^ изменяется на ©^ {дУЛ{Е^В^р 



а поэтому изм'Ьняется 

(оРВ/ на ^+^9^МВ,).еУ 



д^ 



такь какъ Хй должно ^изм-Ьняться, то никогда не должно быть 

(Ир) 

ЭТО можеть быть только тогда, когда ^= 1 , X =: О . Въ втомь олуча*]^ 
должно переходить 

Л_ 1 

^г/ въ со«д>" 






т. е. аГд въ х^_^^. 

Если изм'Ьняются всЬ корни, то каждое х^ переходить вь х^1о гд-^ 
р есть постоянный индексъ. 

§ 216. Весьма важное приложен1е этого къ уравнешямь несокра- 
тимымъ разр'Ьшаемымъ простой степени, есть сл-бдующее: Пус1Ь не бу- 
деть бол'^Ёе ни одного изь иррацДональностей ^г^, ^^а~^у . . . ^ я^. ВсФ И8111^ 
нешя происходящ1я оть взм'^Ёнешя значешй а^^x , я,.2 ^ • • • ) ^а^\ равно- 
сильны некоторому перемещенхю между корнями х^у х^^ , . , ^Хр\ об- 
ратно, возможное перем^щеше между корнями можеть быть достигнута 
такими изм^нетями значешй ^|-] , ^,^2 ? • • • « ^а+1 • Вь самомь дФле, 
эти изменешя дають единственную возможность перем'Ьщен1я между кор- 
нями. Изь этого следу етъ, что подстановлешя группы О даннаго уравне- 
шя не перемещають ни одного корня, если не перемещають двухь^ 
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жъ области рац10нальйоотк, жоторая будет% заключать Функц1и корней 
хакъ о|д&08начн^я, такъ и двуайа^ыя. Дагбб, бсля п>'2, то должна, 
существовать рацюнальная Функщя ^у^] корней, им'Ьющая 2ру^1 значенШ,. 
коей ^р,^.1 степень должна напротивъ им'Ьть два значен1я. Такой Функщн 
для п>4 не существуетъ (§ 35). Откуда виднмъ что дальн'ЬйшШ процессъ,, 
Бедущ1Й къ корню, продолжать не возможно. Сл'Ьдовательно обпця урав- 
ненхя степени выше четвертой алгебраически р-Ьшены быть не могутъ. 



ГЛАВА XVI. 
Свойства уравнен1я пятой степени. 

§ 218. Уравнеше пятой степени было предметомъ изсл^^довашй 
]шогихъ знаменитыхъ геометровъ, изсл1Ьдовашя были направлены къ 
тому, чтобы решить это уравнен1е подобно тому какъ были р'бшены 
кубическая и биквадратный т. е. старались найти такую алгебраическую 
функцш коэффищентовъ уравненхя, которая была бы его корнемъ. Но 
всФ усил1я геометровъ, направленныя къ этой ц'Ьли, не ув-Ьичались 
усШ'кхоиъ, такъ что быль поставленъ вопросъ вовиокяа^ли такая ал- 
гебраячесйм Функ1ив? Первый 1%ометръ, поставившШ этотъ вопросъ^ 
былъ Руффияи (Н!1Яп1), а за яямъ МальФатти (МаКаШ), они вашжя раз-- 
рптаю^^ее уравненхе уравнен1я пятой степени, которое оказалось шестой 
степени, мы приведемъ его ниже. 

Доказательство Руффини несуществован1я алгебраической функщя 
удошетворяющей урааненхе пятой степени, сначала не было понято 
геоавЕ^аим шяцк не была разработана ^еор1я перестановленШ и не до*^ 
биЫ теоремв! отяоеутедьяо числа звачен1й ц'Ьлыхъ рацюнальныхъ фуннцШ 
н4^б^^е^^^Мxъ влежентовъ. дти теоремы и послужили для строгаго доха-- 
зап№^ьства яевозжожяостн существоважхя искомой алгебраической фумх^ 
щи, которое и было дано въ конц'ё предъидущей главы § 217. Посмот^ 
рииъ къ чему привели дальн'бйпия изсл-Ьдованхн геометровъ, принявшихъ 
въ соображенхе, что алгебраической Функцхи, удовлетворяющей уравнеше 
пятой степени, не существуетъ. 
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§ 220. Вообще ваноничесвой Формой даннаго уравнен1Я) называетея 
самая простая его Форма или имеющая спещальныя свойства. 

Въ алгебраичесвомъ анализ'Ь въ § 320 мы показа^ш, что ураввен1ю 
5-ой степени можно дать Форму 

(а„ а„а,, а„ а., а.)(х,у)'=Ь.(*+?.У)'+Ь.(*+?.У)'+Ь.(^+МУ=0 (4) 

« * 

гд^& ^^ , ^, , Р, суть корни вубичесваго уравнев1я 



1, ?, ?*, ?• 



(I (I (I Л 



; в (I Л (I 

' • • I * 



а а а а 

« I » в 



= 



(6) 



Пос1'Ь опред'Ь1ен1я ^^ , ^, , ^, изъ этого уравнен1я воэФФищенты 6^ ^ 6, ) &, 
опред-бляются изъ уравнешй 



?АЧ-?А'+РА'=«. . 



воторыя даютъ 



•"" гй — йий — й^ ' "•— ^й_йУй_йЧ 



(?-?0(?-Р.) 



(Р-?.)(?.-?0 



Ёс^ш поюжимъ 



•~ (?-?^(?-р.) 



(?-Ю(?.-?.)(?-?.) ' ^"" (?-Ю(Р.- ?.)(?.- Р.) 



(бО 



то легко видФть, что уравнев1е (4) прииетъ «ориу 



^^-аГ' «'+ тЛгт. «^ + -тАйТ. (« + ") — О 



• •■ 



(?-?.)'^ (?-?0'^ (Р-Р.У 
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Еъ этимъ тремъ яеизм'^Ёяньшъ Л^ В^ С присоедяняется неизи'Ьнякк 
18-ой степени, найденная Гермитомъ 

К= ^ГтЩг — т) (I + п) (т .-I- п) (12) 

и связана съ неизм'Ьнными Л^ В^ О сл'бдующимъ уравненхемъ 

7Г= {Л'+Щ'ЛВ'+ 2 {Л'+ Щ {Л'—12В)В(Ц' {А'12В)АС?—^аС (13) 



. I 



которое получается схЬдующймъ образомъ: Если Въ выр11&ен1яхъ че- 
тырехъ выше найденяыхъ неизменныхъ А, Л, С, К изм'Ьнимъ п на — Пу 
то он'Ь сд'^Ёлаются 

Л а± (гт ^ й» 4* ♦ни)*— Шт {1-\-т^п) 

в = 7т'п*[1т -}- ?п + тп) 

С=Ы'п* (14) 

К — ^ТтЩ^ т) {}— п) (т — л) 

а уравнеше (6) приметь Форму 

^и''\-т^}'^п[и'\'V^= О (15) 

такое изм'бнеше п на — п равносильно перем'Ьщешю между \ и ^^ въ 
выражешяхъ и! и п. 

Изъ предъидущихъ выраженШ неизм'Ъвныхъ можно, очевидно, соста- 

• ■ 

вить кубическое уравненхе корнями котораго будутъ 7, т и п. Въ са- 
момъ д-Ьл* это уравнен1е будетъ 

^._^лл^_^^.^^^_^^^ (16) 

40Г4 С1 

призначная агого . у;равнен1я будетъ 

^ ' 16С « 

выражая которую въ ко9*Фва1ентахъ ураввен1я (16), найдмщъ УР99* 
в№е (13). 
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Въ этой гиппотез'Ь ваноничесвая Фориа 

Ь'+|Л1;'4- (<♦ + <;) = О 

будетъ взаимная, а сд'Ьдовательно аредюженное уравненхе р-Ьшается 
аоггебраичеевд. 

§ 222. Перейдемъ къ другой ванонической ФОри'Ь уравнен1я (2), въ 
которой всЬ коэФФицхеяты суть неизм^ьнныя. 

Для этого возьмемъ дв'Ь динейныя соизвгЬнныя первая 5-ой степе- 
ни въ воэффицхентахъ уравненхя, а вторая 7-ой. Пусть он'Ь будутъ 

Рх+Яу, Р'х-[.9'у (19) 

Возьиемъ еще соизмФнную 2-й степени отвосвтепно какъ перенЪнвыхъ 
X, у тавъ и воэФФищентовъ, пусть она будетъ 

1х*-\- Мху -^ N1^ (20) 

гд* ^ * 

Ж== аа — Зао.Ч- 2о.а. 

1 11' II 

2У= ад— 4ад+ За/ 

что же касается до выражешй Р, ^^ Р^ Я\ то они пои'Ьщены въ моей 
Теорш Формъ. Соизм'бнная Р'о;-}- Я*^ есть Явоб1евсвая (см. Ан. § 210) 
Форма первой изъ (19) и (20) 



2Ха;4-Л!Гу, Д^^? + 2^у 



^{21Я — МТ)х '\-{МЯ — ШР)у 



Явобхевсвая Форма (19) 

ТЯ'—ГЯ 

даетъ неизмпмную уравнен1я (2) 12-ой степени именно 

Р [МЯ -2Ш>) - Я[^ЬЯ-МТ) = - 2 {Ь(У—МЩ +-N1^; 

и ес^ш положимъ 

то будемъ им'Ьть 

Р^— Р'в = 2С. 
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которую нвпншемъ въ Фори'Ь 

\^ [А, , ^. , ^. , ^, , ^. , А.) (2 , г,)' (28) 



^/с 



въ этой Форм'б уравнен1я 5-ой степени ъ^% его воэффицхэнты суть 
неизмкьнныя. 

Это можно показать С11^дующимъ образомъ: по § 202 Алгеб. Ан. 
неизм'Ьнныя ^ уравнешя 5-ой степени должны удовлетворять сл'Ьдую- 
шену уравненш 

(^а,:=^ + 2а:^ + 3а^ + 4а.:^ + 5а :^V=0 



или 



прилагая эти символы назвавъ лхъ чрезъ 3 и 3^ , къ соизм'Ьннымъ, 
(19) найденъ 

гР=0, гв=Р; 81^=0, ЬО'=Р' 
откуда, разсматривая ^ и 1] какъ постоянные, найдемъ 

8 (в'5 - Яп) =Рг -Рч , 8 (-Р5 +Рт1) = 0. 

Если приложимъ символъ Ь къ Форм'Ь (25) то предложеше и будетъ 
доказано. Если теперь приложимъ символъ Ь къ Форм'Ь (28), разсматривая 
^ и 7] какъ постоянные, то результатъ будетъ нуль, что и докажетъ 
предложен1е. Для выше найденныхъ значенШ будемъ им-бть 

= 5 (а,, а , а , а,, а,Уу$-еч,-Р'2+РтО\ (-Р'е+Р!)) 

+ 5 («о, ^^» а., а,, а^((?'е-вгь-Р'5+Р|))'.(Р'г-Р11) 
+ 5(а, а,, а,, а,, а.)(е'5-вг1-Р'е4-Рг0\О = О 

такой же результатъ получится и съ символомь д^. 
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придагая его поел'Ьдоватехьно два рава къ Фори1Ь (2), найденъ 



^^ + ^^^+^А?)(^«' ^" *•' **•' '*•' «Л^,У)"= 



I 



( 

посл'бдняя часть есть линейная соизи^^нная Формы (2) 5-ой степени въ 
ковФФИщентахъ, такъ кавъ Л четвертой степени, а жоэФФищенты X, }1, 
V, V', р.', X' очевидно первой. Сд'бдоватедьно эта соизн1^нная отличается 
отъ Рх -\- Оу только множителемъ и д'Ьйотвительно она равна 

120{Рх+ду) 
Но изъ (21) и (22) ии'Ьеиъ 

СхЬдоватежьно 
Откуда 

Беда поюяимъ, кавъ кЬжлетъ Гериитъ, 

*= -» — , то V = у'= ]/Т , (29*) 

/Л' 

< 

уравнеше (29) сд^Ьлается 

(а, ,а„а,,а„а^, а.){« , у)'= (^ , р1 , »А", у^, >1', Г)(Х, Г)' (30) 

а вм'ЬстЬ сь этимъ квадратичная соизм'^Ённая Ьх^-^^Мху -\-^^ прсоб- 
разуется въ }/Л.Х У, 

Ко9ФФИц1енты канонической Формы (30), какъ выше вид'Ьди, суть 
неизм'Ьнныя, остается только опред'Ьлнть коэффищевты X, |х, |/ % , )1\ Х\ 
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Для ЭТОГО зам15Т1Шъ, что так'ь какъ квадратичная сопзм'Ённая Формы 
(3) преобразуется въ мономъ ]/ А ХУ, то будемъ пмЬть сл1>дующ1я условхя 

Хр/ -4|х )/й -1-3^=0 

■/.у — 4!а' ]/ А -|- ЗА = О (31) 



съ пом(иц1ю этихъ ус,101яй 1^>ЭФФии1еигы фо|».\1ы (^30) могутъ быть вы- 
ражены иъ Функц!!! трехъ киличеетБЪ 

'^'•'-^^, ;-У=^Л, и !:. (32] 

Изъ первыхъ двухъ ураыюлпа (М]) найде.мъ два сл'Ьдующ1я уравнешя 
2-ой степени отпоептелыю /. п ;л: 



; к «латан 

II р'Ьшая эти урагл1ен1;1. найде.мъ 



(33) 



(34, 



24 \ к':}. = !•/;'; и\кк - -у/^ — | Д 

ЯПойноИ :и1пкъ у \/у ;\<{сти днг. искомы:! системы дли ). и \х, Бо так'ь 
какъ П[)011;л5еден1а кориеп у|'а1Ц1<'1Г| л (33) 11е})1.аго ра^лю //, а вто]»аг() 
равно //, то, с<.оо[»а'л:аись сь о2;.впдг1.мь ч.о Д[>уг1(? ко[»ни оудутъ // н }л'. 
такъ что. 1т.;.мТл1а;1 лиакь г/и { \ будс.Vл> и лГ.! ь 

72 [ к\ )/= 4 :// - [Сч':/— у!:'{^] - 10 ■•, — (с/ ЫА: ) \ Д 

(35) 
24|' /•4;:'=.^- '■ 15'/^ ф -\- ] \. 

Остается тольк(» оп(»ед г.лп I :. //, /V. /: 1гь <1\ ик11,!Л осиониыхъ псизлиьнныхо. 
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Изъ (29^) и изъ посл^Ьдняго изъ уравненШ (31), соображаясь съ 
усдов1ями ХХ'= д , Щ^!= Л им'Ьемъ 

^-ЗЛ + 2* = ]/1, * = --^. (46) 

Чтобы опред'Ьють еще одну зависимость между д х Н л неизменными, 

/- ^ 

ПрИЛОЖИМЪ СИМВОДЪ у л ^у^у къ ФОрМ'6 

(^, р., ^/лт )Д; V. цосх, гу (37) 

такое д'Ьйствхе даетъ 

20 1/1 (,1, /* , )/Т )1'){Х, ту (38) 

Возьмемъ Явоб1евск1я соизм'Ьнныя соизм'Ьнныхъ 

УЛ.ХТ, у/Л{)1, /А", 1/Ж, ц')(Х, Г)' (39) 

и соизиФнныхъ 

]/Л.ХГ, ^ Г 1/Л . Х4- /А Г) (40) 

8Т0 каетъ соизмФвныя 5-ой и 7-ой степени въ коэФФиц1евтахъ 



Л{}1, ^/к,-■^/к-^^'){X, ту 
Лу'Л{1^1с.Х—\/к.Т) 



(41) 



Кубическ1я соизм-Ьинын (39; и (41), будучи 3-ей и 5-ой въ воэФФиц1ен- 
тахъ дадутъ, д'Ьйствуя симводомъ 

надъ соизм'Ьнною (38), неизм'Ьнную 

которая 8-ой степени въ коэФФицхентахъ «о? ^и • • • Следовательно 

*-» = -^ (42) 
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к = Л2 У{Н'— Я/-1- 8В'Н*— ПНН' •— 432Я" 

гд'Ь М. N суть веизм'Ьнныя 16-ой и 48-ой степени. 

Подкоренныя величины въ выражев1яхъ {, т, п(17) будутъ сл'Ьдуюпца 

^+216^02 = 



26ЯЯ"(Я-1Г')+6.12'Я'*-(Я-Я')Ч216Я'^ \/{Н'-Н)'-. 8Н'Н'-Т2НВ'* 

— 532Я" 



N—21^X0 2 = 



36ЯЯ' (Я-Я) н-б .12'Я"-(Я-Я')' -216 Я'1 )/(Я'-Я)Ч-8Я 'Я'-72ЯЯ'* 

— 432Я" 



но такъ какъ 

4 

'Н" 



V'- 



будетъ общимъ множителемъ въ I ч ш ^ м , то изъ этого сд'бдуетъ что 
Форма 

будетъ содержать только два параметра Н и //^ Откуда им'Ьемъ сл-в- 
дующее преддожен1е: 

Предложенье I, Если дано уравнен1е (2) и корни уравнен1я (5) 
?15 ?а^ ?, 5 то подстановлешями (44), коихъ определитель равенъ 1, оно 
преобразуется въ каноническую Форму 

въ которомъ коэФФиц1енты будутъ зависить только отъ двухъ пара- 
метровъ Н и Н\ 
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съ ПОМОЩЬЮ симметрическихъ Функщй, вакъ показано въ §313 Ах. Ан.^ 
то найдемъ уравнеше 

А^^-+л^у--^+л^/--^-\- . . . +л*у--*+ . . . +-д.»1у+^н=о (6) 

въ которомъ коэФФиц1енты А^^ -4, » -4, , . . . , -4* будутъ однородныя 
функцш неопредФленныхъ воличествъ Д > У. ^ Р. » • • • ? Рп-г , 1-ой, 2-ой, 
3-ей, . . . , А;-ой и т. д. степеней. Сл'Ьдоватедьно если желаемъ выбросить 
въ преобразованномъ уравнен1и (6) членъ Л^у*^^^^ то надобно р'Ьшить 
линейное уравнеше 1-ой ^.^=0 съ п неизв'Ёстными. Если съ этимъ 
вм-^ЁстФ требуется выбросить въ уравненхи (6) и второй членъ, то необ- 
ходимо р1^п1ить уравнешя 

Л = и А = (7) 

Этимъ уравнешямъ удовлетворимъ, если будемъ разсматривать п — 2 
неизв'Ьстныхъ кавъ параметры, а исключая одно изъ остальныхъ изъ 
уравнешй (7) остальное опред'Ьлатся изъ квадратнаго уравнешя. Такимъ 
образомъ съ помощью преобразовашя Чиригаузена можно дать урав» 
нен1Ю (б) Форму: 

Ду-+Ду»--«+ДГ^*+ . . . 4-Вп-1у+^9п=0 (8) 

такое уравненхе безъ двухъ членовъ называютъ главнымъ. Но если по- 
желаемъ выбросить изъ уравнен1я (6) сл'Ьдующхй членъ, то встр^Ьтимъ 
сл'^Ёдующее затру дненхе. Въ самомъ д'Ьл'Ь, если должны исчезнуть изъ 
уравнешя (6) три члена, то необходимо р'Ьшить три уравнешя 

Л = 0, Л = 0, А = (9) 

линейное, квадратное и кубическое, который дадутъ для опред'Ьлешя 
одного изъ неизв'бстныхъ въ Функцш п — 3 параметровъ, уравнеше в -ой 
степени, какъ изв'Ьстно изъ теор1и элеменацхи. Но бол'Ье глубошя из- 
сл'ЬдоЬашя показали что изв'бстнымъ выборомъ коэФФИхЦентовъ преобра- 
зовашя для п>>4 полученное уравнеше 6-ой степени, р'Ьшешемъ квад- 
ратнаго уравнен1я, сводится на р'Ьшеше кубическаго. Серре (8егге^) въ 
своей (1'а1^ёЬге вирёпеш* показалъ это сл^Ьдующимъ образомъ. 

Изъ перваго линейнаго уравнешя Л^=0 опред'Ьлимъ р^ въ Функцш 
остальныхъ п — 1 это значеше внесемъ въ сл'Ьдующ1я два уравнен1Я, ко- 
торый посл'Ь этого пусть будутъ 

л/= О и ^;= О 
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Если вообще чрезъ у< о^ыачимъ 

гд* XI есть корень уравнешя (11), то будемъ им'Ьть 

ь^+Чу""'+ • • • +^Ьп-1у+к=\{у -у;) {у— у,) . . . (?/-!/п). (14) 

К,оэФФИЦ1ентъ у 2/"~^ будетъ 



п 



1 



соображаясь съ (13) найдемъ 

следовательно, если требуется такъ выбрать ^, чтобы членъ Ь^у"""* въ 
уравненш (13) исчезъ, то необходимо положить 

въ силу этого уравнешя выражен.е (13') сделается 

У = К* + ».)«.+ I «о^Ч »»«,-^ + (и - 1) о.] Ц+ ( «.•ь''+ "«.■^' + 1^ "••^' 

I/, данное въ этой Форм-Ь, им^еть то свойство, что всЬ коЭФФищенты въ 
уравнен1и, полученномъ исключая х изъ (1) и (14), будутъ неизм'Ённыя 
двухъ Формъ: 



и 



-Ж. * лт 

а сл'&довательно уравнен1е (13), разсмат1>пвая въ немъ у какъ постоян- 
ное, будетъ само неизм'&иная предъидушихъ двухъ Формъ. 
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§ 228. Докажомъ это. Для ;)того надобно только показать, что 
первый ч.тенъ уравиен1Я (14) удовлетворяетъ (!имволпческ!я уравнешя 



о — 0=0 П о — о ':=— О 

1 1 



гд-Ь 



2 = а — 1-2а -^-'Ч > + • • • + ^^^^<-1 / 
^ (1а 41 а *('а иа, 



I 1 'I * Т 

Л 5 4 " ' 

^/а„ ' ^ ^ "(/а * ' (1и „I 



5.'=(«-:^)^,;^+(''-=^)^^-+...+^..~,^ 



а это оудетъ показано, если каждый пзъ множитрлел второй части 
уравнения (14) 

удовлетворяет ь этому символу т. е. если воо«')ще 



(о -■>,') 2/.= о, (5- 5;„ ?/.-.» 



Символъ о приложенный къ (1 1) дасть 
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а отнесенное къ коэФФищэнтамъ а^^ а^^ а^^ . . . даетъ 

»Л+ [»«.« + 2 («-!) «.] К+ Ь [па^-*+ п(п— 1) а.а;"-»-|- . . . 

+ (П— 1)4-2] ^п-1 

соединяя он'Ь части найдемъ 

8у<=[(п-2)а,х + (и-2)а.]«.+ . . . +^о^"-Н-иа,х-»+ • • • 

во симвоиъ $/ дастъ тотъ же резудьтатъ, сд'Ьдоватедьно 

$Х = 8> или (8— г/)у,=0. 
Чтоже касается символа У — й^ , то д-Ьйствхе 8^ надъ ([у Л) даетъ 

К ^ «1 ^ «« ? • • • ^ «—О (а^.1)~'"Ч^ — л?(а, ,«.,...,««) (л;,1)— Ь=0 

откуда всл'Ьдств1е уравнешя (1] д^х=^*. Соображаясь съ этимъ значе- 
н1емъ, дфйствхе символа Ь^ надъ у^ относительно х даетъ часть 

а,Д+ (2а/+ па^д;') ^,+ ^ЗуЧ 2па,д?'+ "" ^'^^ ^^ «/] + • • • 

+ [ (п— 1) а,а;«-1+ п(п— 1) а^а:»* -?+...) 1^^^ 
Часть относительно коэФФицзентовъ а^^а^^ а^^ • • . Ь'^^е.тъ 

[па.х + (п-1) а.] ^.+ (^па/+ п(п- -1) «.;.+ (п-1Ип-2) ^ \ ^^_^ ^ 

+ [па^ж~-1+ (п— 1) па,ж"-2^ . . . + (п— 1) а«] ^п-1 

Складывая эти 06*6 части, коэффицхентъ у ^п-1 будетъ данное уравнеше 
умноженное на п — 1, а такъ какъ оно равно нулю, то будемъ ии'Ьть 

/ п 1 

[%х*-\- па^х + (п— 1) а,] ^^4" 2 п^я^'+ 2 па^х^ + 2 — ^— а^+ 



• • 
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й ЭТО очевидно суть непз.м-Ьпныя Формъ 
или еще соизм)ънныя Формы 

Полагая ^^=1 и р-Ьшая квадратное уравпен1е С = 0, данное кубическое 
сводится на двучленное. 

Пр. 2. Пусть данное уравнен1е будетъ 4-оп степени 

•К, а., а,, а,, а^ (я;, 1)*=а/+^/+ва/+4^ + «4 = ^ 
полагая 

У = «0^0+ («0^ + ''.) ^.+ [^/-^ ^«.^ + <5».)^.+ («о^''+ 4 ^'+ 6а ж+ 4а,) «^ 

Если въ это выражен1е вставимъ последовательно корпи .т, , а:^ , г , , х^ 
даннаго уравнеыгя, и сложимъ, то соображаясь съ Формулами Ньютона 
(см. Ал. Ан. § 131), найдемъ что коэФФИщентъ у V" "^ въ преобразован- 
номъ уравнен1и будетъ равенъ нулю, если 

«0^+ ^^/|+ ^«/.+ «,^5= ^• 
посл'Ь чего выражен1е для у сд1злается 

у = (а^х^г «,) «.+ К '••+ 4«.^ + 3«г,) <.-!- (а,х-Ч 4а/+ ва,г4- За,) <. 

исключая д; между даннымъ уравнен1емъ и предъидущимъ выражешемъ, 
найдемъ уравнен1е 

гд* -4^ , Л^ , Л^ суть неизмгинныя Форлъ 

какъ было показано выше. 

Если возвысимъ вторую изъ предьидущихъ Форм1> въ квадратъ и 
введемъ диФФеренц1альные символы (см. Ал. Ан. § 207, 147), то дъй- 
ств1е этого символа надъ первою Формулою даетъ неизмаьнную 
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Предложепге 7. Пусть Ф{х^у) будетъ сошмп>нная п — 2-ой степени 
Формы {{х^у) п-ой степени. Если уравнен1е 

/•(х,1) = (16) 

преобразуенъ поАотаяовден1еиъ 

Бъ преобразованномъ уравненш всЪ коэФФицхенты будутъ неизи'Ьнныя 
Формы /[х^2/). 

Доказательство. Возьмемъ два однородный уравнен1я 

/•(=г,у) = 0, ,/^--уФ(х,у) = (18) 

ИЛИ имъ тождественный 

^^У+^Ф(^,У) = 0, ,^-уф{х,у) = (19) 

а тождество ихъ легко ы^^^,1^тъ помножая первое изъ уравненШ (19) на 
у^ а второе на я: и складывая. 

Если эти посл-Ьдтая уравнен1я преобразуемъ подстановлешемъ 

д: = аХ+?Г, у = 7Х+гГ (20) 

то он* сд'Ьлаются 

/|^4-Х7(Х,Г) = 0, /^|--1>(Х,Г) = (21) 

Но подстановлен1я (20) даютъ 

въ силу чего уравнен1я (21), подставляя вм-бсто ^(Х, 1") 

Ф[Х,1')^{<1Ь-}гуФ[х,у) 
сделаются 






(23) 



■^. 
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найдемъ 

(25) 

Но ко9ФФид1енты л 5 Л^, . . . , Л„ очевидно суть ц'Ьлыя функцш воэффи* 
д1ентовъ а^ , а^ , . . . , а„ уравнеп1я (16), а уравнен1е (25) получено 
изъ (24) этимъ преобразован1емъ, изъ котораго и видно что воэффи- 
щенты А^^ А^, . . . . воспроизводятся только съ опредЬлителемъ подста- 
новлешя т. е. они суть неизмгьнныя, что и требовалось доказать. 

Очевидно что такое преобразоваше возможно если данная Форма 
^{^чУ) им-Ьеть сопзм'Ьнную п — 2-ой степени. Такъ какъ Формы 3-ей и 
4-ой степени не имЬютъ соизм-Ьнны 1-ой и 2-ой степени, то для нихъ 
такое преобразоваше невозможно. ВсЬ же Формы выше четвертой сте- 
пени им'Ьютъ соизм-Ьинын п — 2-ой степени, следовательно такое преоб- 
разован1е для нихъ невозможно. 

§ 230. Гермит'ь производить изъ соизм']&нной, принадлежа ней Форм!^ 
5-й степени, третей степени относительно перем'Ьнныхъ и коэФФиц1ен- 
товъ, коорую Сильвестръ назвалъ канонизирующею (§ 220) 





? 

■^ 1 


А' ■> 


^/, 


у 




«»' 


«.. 


«. . 


"о 


Ф(х, !))-?, 












«»> 


«о 


^. 


«. 



а^ , а^ , а, , а^ 

соизм^нвыя 3-й степени относительно перем-Ьнныхъ п 5-ой, 7-ой и 9-ой 
пъ коэФФидхентахъ 

и полагаетъ для Формы 5-ой степени въ Формул15 (17) 

^1 • К-! ^5 1 ^4 5 ^У^ь величины произвольный, такое его преообразован1е 



• 
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ГЛАВА ХУШ. 

Предварительныя св^денIя для р%шен1я уравнен1я 5-ой степени посред- 

ствомъ эллиптическихъ транцендентныхъ. 

§ 231. Известно изъ теор1И элляатическихъ Функщй, что диФФе- 
ренщальное выражен1е 



\Пг 



11) 



ГА'Ь Т есть ц'Ьлый рац10нальный полвномъ 4-ой степени, можно преоб 
разовать въ другой такой же Формы, полагая 

У = ^ (2) 

гд-Ь и и V сут1^ ц-Ьхые ращониьвые полиномы одявъ степеви р, а дру- 
гой ствпевн р одн р — 1 перем1Ьннаго х, т&къ что будемъ ■н'Ьть 

Мау_ Лх .д. 

»/ Г ух ^ ' 

М есть числовой множитель 

Фуввщя (2] считается за Функщю степени р. Полиномъ X есть Ц'Ь- 
лая рацюнальная фунвцхя 4-ой степени. Такое преобрадован1е называютъ 
преобразовашемъ ^р-го порядка. 

§ 232. Преобразоваше диФФеренцхальнаго выражешя въ ханояя- 
ческой ФормФ 



1/(1-~у«)(1-ХУ) 
такъ чтобы 

М(1у €[х 



(4) 



\/{1 - у') (1 - Гу;) ^/(1 - X') (1 - }^аГ) 



(3) 



даетъ н^^которую зависимость между модулями \ к к ^ которая назы- 
вается модулярныаъ уравпешемъ преобразован! я даннаго порядка. 
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гаФ и я V ии'Ьютъ зваченхя (8), а 

» (1 — ««*) <Тр (V — а') <1х 



^/(1-у')(1-вУ) 1/(1-х')(1-м'^ 



(14) 



гд'Ь постоянный множитель будетъ 



м=г!1л:^) (15) 



подробное преобразован1е находится въ сочинепхи Якоби .Рип(1агоеп(А 
поуа 1Ьеопе ГцпеМопит е111р(1сагит § 15. 

Въ томъ же сочинен1И въ § 23 Якоби повазадъ, что вообще моду- 
лярное уравнен1е преобразован! я п-го порядка, {п есть простое число) 
удовлетворяется зависимостью ыежду модулями 

X =. А;*'[8ш (О аш 2(1) . 81П 0) ат 4й) . . . 8ш ш ат (п - 1) ш]* (16) 

или 

I; =: и"[8ш 0) ат 2(1) . 8т (О ат 4(0 . . . 81П(оат{п — 1)а)] (17^ 

гд* 

.^еЦя^Е (18) 

р и 9 суть числа ц-блыл положительный или отрицательный , не ии1^ющ1я 
общаго множителя д'Ьлящагося на п. 

Гермитъ, полагая 

У = (^оо-^•)К-V^к-^.) (19) 

преобразовалъ модулярное уравненге (13) въ Жерардову или Брнягову 
Форму 

у'- 2\ 5'и*(1 — !*•) у -^ 2 У5У(1 - ««7(1 + и') = (20) 

полагая за тФмъ 

у = 2 1/5*. и \/й^\ 8 (21) 

найдемъ 

а ВТО Форма уравнен1я (15) § (26, § 230) 
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гд'Ь и я V ии^ють авачен1я (8), а 

о (1 — ц«*) <Тр (V — «') сЬ 



^/(1-у')(1-вУ) 1/(1-а:')(1-«'^ 



(14) 



гд1^ постоянный множитель Оудетъ 



подробное преобразован1е находится въ сочинев1и Якоби .Рипёагоеп(а 
поуа 1Ьеопе ЛшеЙопит еШрисагива § 15. 

Въ томъ же сочинен1И въ § 23 Якоби повазалъ, что вообще моду- 
лярное уравнен1е преобразован! я п-го порядка, {п есть простое число) 
удовлетворяется зависимостью между модулями 

X = Х;^[8ш (О аш 2(1) . 81П 0) ат 4й) . . . 8т <о ат (п -1)(аУ (16) 

или 

V = и'*[81п й) аш 2(1) . 8|П со ат 4(0 . . . Вт (оат(п — 1) <о] (17^ 

гд* 

ря ^ суть числа Ц'Ьлыя положительнгля или отрицательныя, не им1^ющ1я 
общаго множителя д'Ьлящагося на п. 

Гермитъ, полагая 

у=(^оо-^^(*'.-«'^(V.-V.) (19) 

» 

преобразовалъ модулярное уравненхе (13) въ Жерардову или Брнвгову 
«орму 

у'- 2*. 5 'и*(1 — !*•) у -^ 2 У5'и'(1 - ^г}\1 + «♦*) = О (20) 

полагая за тФмъ 

у = 2|/5*.«|/Г=^.я (21) 

найдемъ 

а вто Форма уравнен1я (15) § (26, § 230) 
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воторыя, будучи разд'1&1ены первое на Р*{у) я сложены даютъ 

Ч", у) = <?(') Р'Ч") + у <Р '(')^(') - Ф(у) У'Ь) - у ТО ^'((У) (27) 
соображаясь съ уравненхеиъ 

Полагая для краткости 

уравнение (27) напишется въ Фори4 

ЧТО даетъ вообще 

Е{х, у) = Ф {х, у) + Г{х, у) 0{х, у) 

гд-Ь (х[ху у) есть подяномъ 2-ой степени относительно хл у. Подставляя 
это выражеше въ уравненхе (2в) получимъ тождество 

ср {х)Г\х) - ЩГ У) ~У{х, у) Ф[х. у) -Р\х, у) в{х, у)=0 (28) 

въ котороиъ приравнивая нулю воэФФященты у степеней у будеиъ 
им^Ьть 2т-}-3 уравиенШ относительно х^ которые суть также товдества 
И8ъ которыхъ получимъ рядъ зависимостей между коэФФицхентамп полино- 
мовъ ср, ф и ^Р. 

$ 236. Пусть т=1 т.е. полпномъ Щх^у) линейный относитель- 
но у. Положимъ 

гд1» II полиномъ П'ОЙ етепеии, V п — 1-ой. Полагая 

в{х,у)=р + ду'^гу' 

гдФ р^ 2, г суть полиномы 2-ой степени относительно х. Первый члеяъ 
уравнешя (28) будетъ 4-ой степени въ которомъ, приравнивая нулю 
коэФФищенты въ степеняхъ у, будемъ им'Ьть пять уравнен1Й. 
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Пусть 

•ь {у) ==" ^У+ ЬУЧ- ^'^'Ч- ^Ц1 4- ^' 

пять уравненШ будутъ сл'6дую1д1я: 

- (29) 



§ 2о7. Полагая множитель преобразовании 

уравнешя (3) § 231 будетъ 

(^'х 1 (1х 



|/(1-хО(1-А-.'х') 1^ ,/(1_у«)(1_ху) 
Если 

то уравнен!я (29) сд-блаются 



•^(х) (ГГ7"- Г") + 2- Ф'(.^) ГГ'+ Р1''ЛГ'+^, Г'= О 



(30) 



4- 21Л] V— О 



Ф){т1"— г/'О + 1 Ч''(-1)^'^'+ II' »^'+ р?/ --- о 



изъ этнхъ урав11е1П0 полагая 



А=7—п, в=^г-\-и 
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найдемъ сд'Ьдующгя: 



ср и {АА"-А") 4- 1 «р'И Л ^'+ р4'+ т |1'(1 + '0^' 



+ ;,1'(1-^)^В=0 



1 „ь 



(р (ж) (^В"+ ВЛ"—2Л'В') + -|- (р'(а?) (^В'+В^Н ^рЛВ 

-^.\1-[-Г)АВ-\ р.\1-ЩА'+В) 

ф) {вв"-в") + 1 <р'(х)ввч ^'ВЧ 2- »*'(1+^')^ 



=^0 



+ \)1.\1-к')АВ=0 



Если яаковецъ полояинъ 



А = Х'(1 — дг) , В=УХ1 + аг) 



то подучимъ слФдующ1я три ураввен1я 



2 (1 - *) и(х) (ХХ"-Х") п- 1 <р\;с)ХХ '+ \ рГ + 1 >1\1+Х')Х' 
- (1 + о:) [(а-А'х*) X'- 1 ,1'(1-Х') У 1 - ^- (р'(х)Х'= О 

2(1 + а.)Г<р(«)(ГГ"-Г") + у<р'НГГ4-|рГ+1ц'(1+>')У' 



{1-х) 



(1- Л'х*) Г- 1 ц\1 -Г)Т +1 '^'(х) Г'=. О 



(31) 



-ф) (ХГ"4-ГХ"- 2X^Т')-\-^ ч'{x^ (ХГ+ ГХ») +р ХГ 

+ 2 (1— А'»*) (ХГ— ГХО + А'ж'Х Г= О 

Изъ предъидущихъ половевхй, относительно у = -^, найдеиъ 

1 — у _ Х'(1— ж) 
1+У~Г(1+я;) 

тавииъ обравоиъ будемъ им^ть 

Х=Р— Ях , Г=Р+ ©л 



гд'6 Р а ^ оодержитъ только четный стеиени х. 
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воэффццгеятъ у ^' въ первомъ уравнен1и (31) даетъ 
отвуда 

II Т. Д. 

§ 239. Если выФсто диФФеренцгальваго уравнетя (30) будемъ иы-Ьть 

уравяев1е 

*^.г' 1 (Их 



гд* 



!+*• . 1 + ).' /у 



*"' "-- Г-' "-^у к 



то -три ураввен1н (29) од1клаются 

(р (ж) ( ГУ"— Г") 4- 1 ;?'(а;)ГК'+ 1^0'+рГ'= О 

? (а;) (СГ К'Ч-ГО-"- 2С ' С) + 4- *'И С^ '^Ч- ^^') + ?»'Р ^^ 

-{-2^)^V^о 

гд* 

2 2 ^ 

2 2 

полагая х':=:0 въ первомъ и во второмъ иаъ предъидущихъ уравненШ, 
найдемъ 

р.= _2§, «=-^ 

а изъ коэФФищента наивысшей степени у о? въ посд'Ьднемъ уравнев1И, 
яайденъ 

Это известный Формулы Явоби. 



^ Ш» !■ И< 
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ГЛАВА XIX. 



Продолжен! е. 



§ 240, Пусть п будетъ число простое Г'[2с)^ У{х) полиномы 91-ой 
и п— -1 ой степени, а 



если алгебраическое уравнеше 

П{х)-уУ{.г) = (1) 

удовлетворяетъ диФФеренщадьное уравнение 

гд* V есть постоянное количество, то говорятъ что уравнен1е (1) пред- 
ставляетъ преобразование п-го порядка уравнения (2). а п ^ суть Функц1и 
модулей к и ). именно 

'= /Г' '^-^ ^^^ 

Есси чрезъ ]1 означимъ множителя преобразован!» 

^ — - 



Изъ уравнен1Я (2), съ другой стороны, будемъ им^ть 
откуда 

Полиномы V [х] и К(^) выражаются двумя различными способами: 
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въ Фориахъ 



2 2 



ИЛИ въ Формахъ, полагая 



0) 



— ! ^ ^,= V * • ^^ ^*^ {2з(й^ к) 



(3) 



Щх) = ВхР, (х'- д.') , Г(х) =ВР.(1 -^/а^^ 



(6) 



Р, есть символъ проиэведешя для 5 = 1, 2, 3, . . . , — ^ — . Оба эти по- 
линома удовлетворяютъ сл'Ьдующее уравнен1е въ частныхъ диФФерен- 
Ыалахъ 

а сл'Ьдоватедьно между посдЬдовательными коэффициентами Вг+1 , В, , 
Вг-1 существует!» зависимость 



аВг 



2» (а'-4) -^ =» (2г + 1)(2г + 2)Вг+, -[- 2г (п - 2г) лВг + 

(и — 2г + 1) (п — 2г 4- 2)В,_, 



(7) 



друпя два уравнен1я, которымъ удовлетворяютъ полиномы II (х) и У{х) 
суть сл-Ьдующхе 



(^х* \(1х 



ЛУ 



:^^^-(^)' 



т 



гд* 



**(^)+^ ^ <? {-с) ^{р) - (2 ^.+ »«•) Г?'+ «• Г= О 






вакъ н вообще 



^г= 



Вг 
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найдемъ 

Vу=^1^X^^ У=:РгХг (10) 

длеаентъ ш им^етъ п-|-1 значешй, воторыя даютъ п-^1 раздячныхъ 
прео6ра8овав1Й, именно 



п ' п 



,= ^ ' * — , (т = 0, 1,2,... п — 1) 



которыиъ соотв'Ьтствуютъ п--{~1 значешй для у ш х^ ж п-^Л значешй 
А1Я X и )1. Означим» атя значешя чрезъ 

У у Уш \ Хг ч Хг^т 

п(п-1) значешй нодученныхъ для Хг^тч нодагая 

г = 1,2,. . . ,л— 1; »1г=0,1,2. . . . ,п — 1 

прибавлеяныя въ п корнявгь х, л?^ , л?^ , . . • , ^ц _1 составятъ п* корней 
ураввешя дяя шр^множешя. Сл'Ьдоватеаьно, есди чрезъ 8г означимъ сумму 
г-хъ степеней корней этого уравветя, а чрезъ Зг корней, соотв'Втствую- 
щихъ одному изъ п-|-1 преобразовашй, то будемъ ям1Ьть зависимость 

Зг+пяГ=1зг (11) 

символъ суммы распространяется на п^-! ореобразовашй. То«1но ташке 
будемъ им'кть 

Ру = я?"лг (12) 

полагая 

я= |/1к . 8ш ат (ли, *) 

Лри гя=1, 3=*пм^ а 5^, какъ выше вид'Ьли, равно |;у, ся'Ьдовательно 

ж + а? = ^-2|у (13) 

въ этой Формуле, какъ и въ другой множитель )1 , соотв4тствующ1Й 
преобразовашю ш = — , долженъ сопровождаться знакомъ 



? = (-!) 



3 
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Для 



т 



если въ (13) подожимь и=К^ въ этомъ сдуча'Ь 
то найде1мъ 



7 1 ' 1 >• 

но такъ какъ для (2), изм-Ьняя /с въ -- , /. въ . - , }1 сделается }1=- , тп 

будемъ им'Ьть 

Т. е. коэФФищентъ втораго члена въ уравнен1|1 множителя преобразованхя 

п — 1 

будетъ нуль или — 2)г, смотря потому будетъ ли число — - — нечетное или 

четное. 

Положимъ во вторыхъ въ (11) г=2, то 

Следовательно 

полагая въ этомъ уравнении ?/=0, а ири этомь и\ у^ з обращаются 
въ нуль, найдемъ 

и предъидущая Формула сд-Ьлается 

пг'~\- х*+ ^' 1 г'У (14) 

въ которой, полагая и=К и изменяя к на ^ найдемъ 

\ л; 

а следовательно коэФФИц1еигь въ третьемъ член*, въ уравнен 1И мно- 
жителя преобразован 1я равен ь 
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если — ^г — оудеагь число нечетное и равенъ 

п(3п— 1 ) 
2 

ес.4и тоже число будетъ четное. 

Дифференцируя (13) по и, соображаясь сп (4) и зам'Ьчая что 



найдеиъ 









ати посл'Ьдиее, будучи дифференцировано еи^е разь по и дяетъ 

п*е (2/— а) 4- аг (г*»— а) = - 1«;'у(2у'— Р) 



гд'Ь а я р ям'Ьютъ 8начен1я (3). Если въ этомъ уравненхи положимъ 
и =2Г и сложямъ съ 



2>1'^. = н(р»Ч1) 



И изм'Ьвимъ X; на ,- 

к 



1;р1'Х"=л(рп'-{-1)*'^ 



и такъ какъ подставляя к вм'Ьсто к\ \ вм'Ьсто X'., множите^а> доджевъ 
сопровождаться знакомъ р, то будемъ яи'Ьть 

которое, будучи сложено оъ оредъидущииъ даетъ 

/ 
Точно также дифференцируя два раза (14) но «« и въ результате ао- 

лагая 11«=0, найдеиъ 

2»1Т=п(п-4-1)** 

жамФняя А на X:' и складывая, найдемъ 

2|х*=п(п'11) 
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Предложенге I, Между Евадратными корнями изъ и 4^1 корней 
уравнешя множителя преобразовашя 

*^) ^^> *^^^ • • • 5 ^^^1 ^ 

существуетъ — ^г — 1иневныхъ зависимостей. 

Таже зависимость существуетъ и между корнями уравнешй, ко- 
торый ДаМ>ТЪ >.р1 , Х'р1 ВЪ ФуНКЦ1И к. 

Доказательство. Полагая 



будемъ им'Ьть, какъ изв'Ьстно, 






^. «1а 



гд* д подучаетъ вс* дфдыя числовыя значешя отъ — 00 до +00, а А 
всЬ числовыя ц'Ьлыя нечетныя значенхя въ гЬхъ же пред'Ьлахъ. 

Сл1Ьдователъно будемъ им'Ьть 
гд* 





1 21» 


такъ что 






^„л. 1*. 




|/Л Х'= К-!)'^"»*, у Л„Х'.= 2(-1)''з„^ 


а также 






^/Я'»!— ^рп2з"»*, |/г>1«.— Из»»' 




' и»' !-А« 




|/Ш)1=|/рп2д* , у\КV^^=ъ^^ 



. (16) 



^/Ш'^ =|/рп НС-!)»?'- , ]/г}А„ Х'„= 2(-1)» ««»* 
Разсиотрииъ теперь дважды безкояечный рядъ 
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и зам'Ьтимъ, что въ немъ д представляетъ всЬ ц'Ьлыя числа отъ — ОО 
до -{- ОО , поэтому можно вместо д подставить выражен1е дп -|- 5, гд* 5 
можетъ получить значен1я О, 1, 2, . . . , п — 1, всл'Ьдствхе чего предъ- 
идупд1й рядъ сделается 

»»— 1 



\зт*«^н2^».г;2>^4-^' 



О 



который не изм-Ьняется зам'Ьщая 5 на — 5 и можно изменить — д на, д. 
Следовательно рядъ сд'Ьлается 



«-1 



уЛ2 " л! 



полагая 






найдемъ 



и-1 



|/ \1^У?п,а^, |/р1т=ао+ ^^е*^"-»^ 



(17) 



# 



число ноличеств. а., а. , а. , . . . , а„., есть 4^, следовательно, как. 

показалъ Якоби, между квадратными корнями ^— — корней уравнен1я 

л* 

п-4-1 
множителя преобразовап1Я существуетъ — ^ - лииейныхъ зависимостей. 



Точно также нашли бы, что 



п-1 






п— 1 

п^2 4-2*^/7 



1 

Формулы, показываюпия, что тоже свойство им-Ьетъ м-Ьсто для корней 

. . п+1 

уравнешя, дающихъ А|1, а|1, . . . линейныя зависимости числомъ — - — , 
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который выводятся изъ (17) суть сл^дуюпця: 

2/»^=Р1/р^; 2«е~'-1/|1[:=0 (т = 0, 1, 2, ... , п — 1) (18) 

л п— 1 

а г есть квадратичный вычетъ чисда п, если — ~ — есть число нечетное, 

п — 1 
и невычетъ если —^ — есть число четное. 

Ко8ФФиц1енты уравнен1я множителя преобразовашя и всЬхъ другихъ 
уравненШ, им'Ьющихъ свойство указанное Якоби, ии'Ьютъ, какъ выражается 
Галуа, одну и туже группу, или, какъ говорить Крепекеръ, им'Ьютъ одно 
о^мт'омв (аШгшпе), могутъ, сл'Ьдовательно, быть выражены въ силу урав- 

нешй (17) въ ц'Ьлыхъ рашональныхъ Функц1яхъ — ^ — количествъ а^, а,, 
Иоложимъ п = 3, то 



|/;^ = «о}/— '^ 5 }/-»«.= «,+ 5"*". (♦»» = О, 1 , 2) 

откуда будеиъ им-Ьтб уравнен'|е 

^ ^•- 6аУ+ ^-^ — '^« — ^> (19) 

ГА* 

Полагая п = 5 , найдемъ 

у7-=а^|/5, ^/^п,^а,+ е"Ч4-^*"^ (;«^0, 1, 2, 3, 4) 
откуда 

(лг — а)*— 4а (^ — а)'+ 1 ОЬ (^ ~ л)'— 4г (ж — а) — 56"— 4ас = О (20) 
гд* 

Ь = 8а>д- 2аХа Ч а.Ч»- «.«+ <) 
с = 80а;а/а/- 40а>Х4- 5а>;а;+ аХ- 

а,(32а;- 20а;а.а. + 5а. V) «+ а/) + ^ «+ <)•. 
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Для уравнен1я множителя преобразован1я иы'Ьемъ въ первомъ случа* 

а = 1 , Ь = 8(1 — 2А*) 
и во второмъ 



§ 243. Означимъ вообще уравнеше множителя, для иреобразован1я 
иго порядка, чрезъ 

Такъ какъ посл-Ьднгй коэФФиц1ентъ этого уравнен1Я не зависвтъ отъ Л, 
что было показано выше, то будемь иы1Ьть 

ар , . 

гд* '^[р.) есть иодиномъ коего степень не иревышаетъ п — 1. СлЬдова- 
те.1ьно для какого пибудь изъ корней уравнешя им'Ьемъ 

г^•Ь ^^ ([!) есть типиом']. степень иоего не иревышаетъ и — 1. Точно также 
кайдемъ 

1 4 П — 1 

гд'Ь '^^ есть полиномъ коего степень меньше п-[-1. очевидно, что — 
выражен1й, такимъ образомъ найденныхъ 
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во аервыхъ ин'Ьеиъ 

П\1, к) —^ = — 256А (1— 2А*) |/11 

изъ вототораго, соображаясь съ тождестваии ц2?"(|1)=5(|1 — !)'(}*' — ^М'Ч"!)! 

(|1'— 4}1 +1)* (ц,*- 2}1 Ц- 5) = 64 (1 — 2кур. 

и свдадывая съ 

320(1 — гА;*)' _ }1+1 2^ 

гд-Ь полагая 
найденъ 



400 *А" ^^ = — 320к'к" [/ ц + 20 »/}1'— 5 [/ц" 



(21) 



400А^А;'»^^ = — 64*'*"(1 + Зй*) |/ »А — 4(3— 11*") 1/»*' — 5*Ур1" 

выражешя ^}1' и ^)1" ниФютъ тавже свойство данное Явоби. Очевидно 
тоже свойство будетъ ииЪть иФсто ддя всЬхъ выражен1Й ФОриы 

1/Ж=р»/11+д1/р7+г1/|1^ (22) 

гд* р, ^^ г суть Функщи модуля к. 

Необходимо зам^Ьтить, какъ увидимъ въ посл-ЬдстЕги, что коэффи- 
щентъ во второмъ члеиЪ уравнеЫя относительно М равенъ произведен1ю 
— 10 на выражеше 

Р- 4 »» (9*+ ^Р^ + 8Г) (23) 

полагая т = 4*Л*А'*. Которое очевидно уничтожается: 1) еслир = д = 0, 

2) если 1>=4'ЛТ*, д=— 8А;*, г=1, и 3) если !>=— 64А;"А;'*, д=8А'*, г=— 1. 

4 
Предположимъ первый случай, если г = — , 

Ж=-(ц-1)'(»1-5) 
и уравнеи1е относите1ьно Ж будетъ 

М'— 10т'М'—т\16 — т)М^ 5»»*== О 
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жоторыя, припоминая значен1е В^ ведутъ къ 
ДиФФеренц1альные коэФФихценты выражешй 



]/^ 



' у А- 



и другихъ подобныхъ выражетй, взятыя по а п ак очевидно могутъ 
выражаться, по свойству воэффищентовъ В^ выраженному уравнешемъ 
(7), вакъ ^шнейныя Функцхи самыхъ коэффищснтовъ, такъ наприи'Ьръ 
им'Ьемъ 



пк 



'""'-^-Д+адл + зв/;'-!- . . . ^'^вп^гк'' 



Откуда вытекаютъ сл'Ьдующхя два предложешя: 

Предложенье I. КоэФФИцхенты В^ Д, Д, • • . выражаются линей- 
ными Функц1ями ввадратныхъ корней изъ мноокителя преобразовангя и 
изъ его диФФеренщадьныхъ коэФФпцхентовъ, взятыхъ по модулю к до 

— ^ — порядка. 

Предложенге II, Квадратный корень изъ множителя преобразовангя 
удовлетворяетъ линейному диФФеренщальному уравнен1Ю порядка — - — . 

6ъ преобразован1и третьяго порядка им'Ьемъ 

'^ сОс ак 



а квадратный корень изъ множителя преобразован1е ц, удовлетворяетъ 
линейное диФФеренщальное уравнеше втораго порядка 

ЗМ"^^ + (1-5*')^ + *1/1Х = 
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которое, полагая й'= $, преобразуется въ гепергеометрическое 

Ж' ^ 3*. (1 - 5) • -а г + т(Г^ - '^ ^^^^ 

Для п = 5 пыЬемъ 

б/Л б^/^^ 

изъ коихъ 110 (21) находимъ 

^/)а'= 4Л ( 2БЛ + в;) , ^/ -1"= - '2Ш\В-\-Вк +5^ 



полагая наконецъ Л = ;, будемъ им*ть линейное уравнен1С третьяго 
порядка 

(28) 



, 1 1 — 25 , ^, 



оо 5'(1 - 5) 
Зам*тимъ что по (27) п то 



В=- ' '^ 



\/ к' 



выражеьпе для у}).' и |/|1" ведутъ къ выражен1ямъ 



'..г 



иц"=-тт1у \'^+^/^^ 






«4А;'/;" \/р. — 8к" [ '/-{- \/р."^ :\21Г[1 — 2А;') ( ^/ц — | / •^; 
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первые члены этихъ уравненШ, суть величины \/М (22), въ который 
вм'Ьсто р, д, г подставлены величины уничтожающхя выражеше (23). 
Сл'Ьдовательно для уравнешй корни коихъ суть 



^\« 



коэФФищентъ а =: 0. 

Чтобы получить типъ диФФеренцхальнаго уравнешя третьяго по- 
рядка соотв'Ьтствующаго этимъ посл'Ьднимъ уравнен1ямъ, зам^Ьтииъ что 
полагая 



^'=/\'+/'т' 



найдемъ, соображаясь съ предъидущимъ 

а следовательно, по свойству В, найдемъ 

йУт 1-2', (Г »/ т , 3 8-53.54- 535' Л /т 9 1-25 ,г-_^ .^^. 

йГ^"* 5(1-5) й5' "^24 5"(1-5)* (Г5 ~50 5*(1-5Г ^ ^ 

гд* 5 = А;*, а _ 

уравнеше относительно ЛГ, найденное выше, даетъ для уравнен]я отно 
сительно т сл'Ьдующ1я значен! я 



» 1^1^^ 



_,. ,_ 4 _ 1-1С^ 

а — и, о — мг./» ) '^ — * ^•^[.м 

§ 245. Полагая 



Д (и;, А) = V' (1- х^ (1 - Ь;') 
по (2) ии'Ьеиъ 



Л (у, А) '^ Д (^, *) 
Положимъ что двумя преобразован1яии того же порядка подучено 

а%, дх <Гт| (^ .„^. 



Д(5,А)-^Д(аг,Л)' Д(11,0~*Д(У,^) 
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ТО 






откуда 

р 

Если это]У1у посл15днему соотв1эТствуетъ преобразован1е п-го порядка, то 
будутъ существоьать зависисимости подобный (25) т. е. 

2 

въ которыхъ очевидно С, С^ , С^ , . . . , выводятся одно изъ другаго 
точно такъ кань В. В . В . , . . 

Положимъ что преобразован'ш, соотвЬтствующхя (30), будутъ вто- 
раго порядка, въ этомъ случаЬ, какъ пзв15Стно, величины ^/V , ^/Vт ио- 
лучатся, изм^Ьняя ^ на г/ въ дважды безконечныхъ рядахъ, дающихъ 
|/|Х, ]/|1ш т. е. корпи квадратные изъ Н-\-1 величинъ V удовлетво- 

ряютъ — ^^ - линейнымъ зависимостямъ, которыя очевидно получатся 

изъ т*хъ которыя сущее гвуютъ для |/|1, изменяя въ этомъ посл'Ьднемъ 
8 на 6*. Следовательно сущестпуетъ второй классъ уравнен1Й, им'Ьющихъ 
свойства показанныя Якоби, которыя удовлетворяют ь сл15дующ1я за- 
висимости 

> ,/>„— — Р ^/^^ V , > г'"'- ^/"-'^=0 (31) 



О О 



п-1 



гд* г есть квадратичный вычетъ числа п, если — - — есть число четное, 

въ противномъ случа!}, г есть невычетъ . На это различ1е указалъ 
Кронекоръ. 

Какое нибудь одно изъ восемнадцати преобразован1Й втораго по- 
рядка ведетъ къ разыскан1ю Функций отъ [х, удовлетворяющихъ этимъ 
посл^днинъ зависимостямъ. 



380 ГЖАВА XIX. — ПР0Д0ДЖВН1В. 

Пусть наприм-Ьръ 

*=!+*' 1+1' ■? = !+*' 3 = 1+^ 

им'Ьеиъ 

сл^Ьдоватедьно квадратные корни изъ п-(-1 зйачешй Р1|/ )г УДовлетво- 

ряютъ зависимости (31). 

Выше быди даны два уравнешя 4-ой и 6-ой степени который 
удовлетворяются величинами 



. "^"/^ 



л 



теперь зам^Ьтимъ что, полагая въ уравнешяхъ (25) п = 3, 



откуда им'Ьемъ 



^?= 



1/'^= - 1^ [Ц'- >Т + 2 (3 - в»)) >/^. 



откуда 



^ = А(>^-1)(»^ + 3) 



4% 
которое по1агая 

будемъ им'Ьть изъ уравненхй 4-ой степени 



НО 



■1 -Ь ). 



сл-Ьдовательно 



' - гщ-^и) ^^'+ '^*+ ^*^ - 5);^ + 3 (1 _ **•) ] 
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,/,= ' 



8Ш+Т)1(^+^»' •*(") + 'К")! 



т. е. Функц1и '^[]1) п (!^{)1) удовлетворяютъ завпсимостямъ (31) и вс* вы- 
ражешя, им*ющ1я тоже свойство, суть линейныя Функц1и т*хъ же ко- 
личествъ. 

Для п = 5, вторая изъ (25') даетъ для (27) 

/■ - ~ 

— в4А;'(1 - 2Щ ]1 у ^. ^ >!'- 9)лЧ 2 (13 + Щ V-'- 

2 (1 7 -Ь 20Л') )х'4- 7(3 -\т')]1~ 5 (1 ~ 8*'). 
которое иолагая 

ъ (ц) = [ц'- 10)1'-1- 35|1'- у9ц"-|- 28)1 - 15-|- А'к'Ь"\у ]1 

ф) = 1|1' - 7 ,1'+ 1 1 ^ - 5 ] !/> , '^.(ц) = (р1 - И , > 
дает'ь 

>^ "' = ЗЩ1"Ь2Л') ^Ч* ('') + '^'^'') + ^^^''■Р'^'') ^ 

Т.е. трп Функщи ^(|х), '>р^(р^)^ ^,(1^) удовлетворяютъ зависимости (31) и 
вс^Ь выражен1Я, им'Ьющ1я гЬже свойства, суть линейныя Функц1и этихъ 
посл^Ьднихъ. 

Соображаясь съ предъидущимъ, видимъ что преобразоваше эллип- 
тическихъ ФунЕЦ1Й даетъ два класса уравнен1Й, квадратные корни изъ 
корней которыхъ удовлетворяютъ теоремЬ Якоби, и первому классу при- 
надлежатъ т* уравнеп1я коихъ корни суть п-\-1 значен1Й 

^' к ' к' 
а ко второму гЬ копхъ корни суть п-[-1 значен1Й 
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§ 246. Изв'Ёстная Формула элдиптичесвихъ Функщй 

даетъ 

НО 

}1К=^\, р = (-1)^ 
сд^Ьдовательно 



п 



^-^=>'У^- = '"Ц 



(1 ^2тру 



в* (1 - З^") 



н 
1 1 1 



Полагая 






будемъ ии-Ёть 



1/^^00= ^^/^1-3^-") , 1/^. = |-«^(1~в.^'") 



1/^00= ^3^ (1-9^'"**) , ]/-^, = |.дИ (1-д,«-)^ 
гд* 

а 

1 

Соображаясь съ изв'ёстными Формулами эллиптическихъ Фувкц1Й 



(1 _ ^8») = \ (_1)»д8Ч.» 

О 

(1 — 3=^)»= У (— 1)'(29 +1) ?'•+' 
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Для которыхъ 






\1 (в.Н-1)« ^ ,2у+1)' 



О 

будемъ им'Ёть сл'Ьдующ1я выраженхя 



О о 



°° »«(2^Г+1)' 



у'г:=.}^р-^у-1У[2д + 1)д 



О 



ОО 

(2^+1 )« 



У''г'=^.2/-1)Ч2^ + 1)3^ 



О 



Означая чреаъ г число, удовлетворяющее сравненш 

4г = 1(Жп) 

а следовательно онъ есть квадратичный вычетъ числа п, и 5* ^= з*^*, им'Ьемъ 

сейчасъ выражен1е для [/2", , въ которомъ зам'Ьщаемъ </п -|- ^ на ^, а 
^=0, 1, 2, ... , п— 1, 

п— 1 



|/2;=л+У'е'--'л 



т 



и 



гд* Гт есть квадратичный вычетъ числа м, а 



^ ^ ^ ^ ^ 4" 

о 



Л=|г2/-^)'(2^ + ^)« 



изъ коихъ 



]/^оо=Лу'Р^ 



полагая также 12/*=! (Л/п) им11емъ 
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Гщ есть квадратичный вычетъ или невычетъ числа п, смотря потому 
будетъ ли г удовлетворять или н-ёть предъидущее сравнен1е. 

У^'^= ?«•}/ Р>^ или |/я;Г= — ра,]/"рп 

смотря потому будетъ ли число п им-ёть Форму бр-^-! или 6р - 1 . 
Если п = 5 , то 



но 

следовательно 

Л = — 5а*, Л==а-|-6ааа 
изъ воихъ 

Сл'Ьдовательно уравнен1е коего корни суть 
будетъ им'Ьть коэФФиц1ентъ а = О . 
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ГЛАВА XX. 
Свойства Якоб1евскихъ уравнежй четвертой и шестой Степени. 

§ 247. Уравнепхя (29) п (20) § 242 четвертой и шестой степени, 
корна коихъ им'Ьютъ свойство показанное Якоби относительно множи- 
теля преобразован1я, будемъ называть Якобгевскими уравнеиъями. 

Корни уравнен1Я четвертой степени 

Д^) = /— ба/+ 6^ — За'= О (1) 

удовлетворяютъ сл'Ьдующимъ двуыъ зависимостямъ: 



и полагая 



(2) 



лы'Ьемъ 

Если чрезъ ('{е) означимъ производную по е уравнешя (1), то иайдемъ 

, г, , 3 , 3 64о'-Ь' 

въ силу котораго уравиен1е (1) даетъ 

Сл'Ьдовательно выражение второй части удовлетворить дв* зависимости 
подобныя (2) и вообще полагая 

ВЫСШАЯ АЛГЕБРА. 25 
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гд* р, д, суть фунвщи отъ а и Ь, будемъ им'Ьть 



а 2", ^д , 2Г^ , 2Г^ будутъ корни уравнсн1я четвертой степени 

2'— 6 ^^'^ В2 — 3 Л*= О 

гд^Ь Л и В суть функщп С'тъ а и &. 

Изъ велнчинъ |/^ , |/г,, • . . въ фунвщи а^ к а^ дегво выводится 
что два выражен1я 

(/— ба^ег -[- Ь)|/ ^ , (ж"— 5а)|/ ж 
и вообще выражеше 

гд'Ь ^р и д суть фунвщи а и Ь удовлетворяетъ другииъ двумъ усювхяиъ 



Если въ уравиен1и (1) положимъ у = а\/а и разд'Ьлимъ его на а*, то 
найдеиъ 

у*- 6у"+ 8»»У — 3 = О 

полагая 8т = — — . Изъ этого уравнеи1Я выводимъ какъ выше 

а у а 

12 (1 - «•) ^ = (у'-7у + б«»у7 

дифференцируя еще разъ найдеиъ линейное диФФеренщальное уравненхе 
втораго порядка 

12 1 _ ,«•) ^^И^ _ 1вт ^-^ -Ь у' у = о 
жоторое совпадаетъ съ (26), если положимъ ш =» 1 — 1^, и у = }1. 
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§ 248. Общее Якоб1евское уравненге (20) § 242 шестой степени 

(^ _ а)'— 4а {^ — ау-\- 10Ъ (^ — а)' ^ 4с (^ — а) -(- 5&"— 4ас = О (2') 



коего корни удовлетворяютъ тремъ условшмъ 



У ^0+ 1^ "^,+ / ^-+ У"" '^^+ >/ ^*= 1/ ^^ 



V' ^^0+ ^У ^.+ ^У ^-+ ^ V ^'+ 'У ^*= ^ 



(3) 



\/"^] '\г ^у ^.+ 2 1/ ^.+ ^у ^,+ ^у ^*= ^ 

и въ которомъ коэФФИшенты а^ Ь^ с суть Функцш трехъ количествъ 
^0 ) ^« ' ^«5 дается изъ уравнен*1Й 

у^ ^ = ау 5', у/;^ = а^+ 5"'а,+ е^"Ч ^ (^ = 0. 1, 2, 3, 4) (4) 
Зам11тимъ, что для коэФФИ1иента а им'Ьемъ 



Да ^ йа с[а 

= 2а , ^- = а , — - = а 



((а 



с1а 



(Га 



если положпмъ аналогично 



(1Ь ^, г/Ь - (1Ь , 



(Га " •» ^ сГа 

о « 



(1а * 



1 гГо ,^ (Тс 1 г7Ь 

5" ^/а. "^ ' ' (Га~ *' "б ^Гйг, • 



то изъ уСЛ0В1Й (4) выводимъ услов*1И 



2 



а — \~ о — ^- ьс — 

« (Ы ^ ' аЬ ^ ' (1с 



(Ы' 






т 



(1а 



аь 



(1с 



(Та. 



(/(ГХ 






т 



(/г» 



(/с 
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которыя будучи помножены сначала на а^ , а^ , а^ , потомъ Ь^^ Ъ^^ Ь^ я 
навонецъ на с^-^ с^^ с^ л сложены ведутъ въ услов1яиъ 



2}/^ = 



Д1/я , Лг/а 

а —^ ^ п —^ = Ът 

€1а ' аЬ 



ау е 



ас 



1 
2 



}/'■■ 



» -^— 4- « -к- + 5* — '^ — 



Ла 



йЬ 



ас 



(5) 



]У^'= 



— т — ^ — 






Д1Я какого нибудь ияъ корней в*, гд1> 



а 



Ь*.+ ^Ь.= Ь', 2с.а.+ СД+ с.а.= 2т 
«*.+ «Л= «" ' 2аЛ+ а.Ь.4-«А= 2» 



(6) 



(7) 



Очевидно выраже1пя )//, ]/^" удовлетворяютъ услов1ЯВ1Ъ подобнымъ 
(3) у а сл'Ьдовательно могутъ дать м'Ьсто двумъ другимъ Явобгевсвнмъ 
уравненхямъ шестой степени, воэФФИщенты вонхъ будутъ фунвщи а, Ь^ 
с, и тоже можно сказать и о выражеши 



полагая р^ д, г «ункщяии оть а, Ь, о. 

Вехичины для выражен1й (7) а', а", . . . 

о'=8о'Ь + с , а"= Ь (4ас — 36*) 
^ = о (4ас ^ Ь*) , 11п-=.с ^ п = 3& 



следовательно , полагая 



а ^ п ^ т 



и, о', ^ 
т, I, о" 



= А 



(8) 



(0) 
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И1И 

Л=27Ь'— с'— 25а'Ь*+ 40а^с + 20а'Ьс'— 4:оаЬ'с - 16а с* 
будемъ им-Ьть 



2Л-^ = е1/^ + ср>/'^'+/'1/'^' = ^^ 



с(а 



2кУ~ = '^\/^-^ГУ^' + е\/0"=д (10) 



с;б 



10^^=/'1/^-!-''>/'^Ч5У'^"=-В 



сГс 



гд* 



с = 40а'Ь'с+ 4оЬс*— 25а'Ь'— ЗУс— 16а*с' 

/•== 4а'йс — ЗоЬ'- с' , 5' = 8а'й + ос — 96' (11) 

с = 4Ьс — За'с + а'Ь', '^ = 4а'с'— 13аЬ'с + 96* 

Величины для \/^г', ^^г" пъ функщи у^ выводятся нзъ (б) съ помощью 
величинъ- коэФФИЦ1ентовъ а,ЪуС и уравиенгя шестой етепенп. Он* суть 

2 {а'— Ь) |/7= [/— 10«/-|- 35аУ— 61аУ+ 116;?'+ 

бОа'^ — 35а6^ — 25а -{- 29а*Ь — 4с] ^"7 
2|/7"'= 2ау /+[ -^ — ^«-^'Ч- 27аУ— 39а'^-{- 96^ + 20а'— 14аЬ] |/ ^ 
изъ копхъ, полагая у = ^ — а и означая чрезъ 

/■=у-4а, /;=у/;, /;=у/;+1об, /;=у/; 

найдеыъ 

^ = 5а + /; , у= с — 1 оаб/;— бб/"— 4а'/;4- а(— /; 

^"= - 26с/;- 6'/;+ с/; 

г ^7?~= (4ас + 46*) /;- 2с/;- 4а6/;+ 46/; (12) 
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Эти пос1']&дв1Я; зам'Ьчая что 

2/;= -20а, 2/;= о, 2/;= о, 2/;= о, 2/;= -4с 

гд.'Ь симводъ суммы 2) распространяется на всЪ корни уравнешя шестой 
степени, ведутъ во первыхъ по (8) къ 

Ь = 10А 

гд* 

А = ар'-|- а'д*-|" л "/-[- 2?дг -|- 2т^) + ^^М 

за тЬмъ, полагая У«=^— Л, къ У 

гд'Ь ^0) '(,•••) ^4 ^У*^^ функщи воднчествъ а, &, с] р, д, г. Съ помопц»ю 
этой Формуш преобразован1я переходить отъ одного какого нибудь 
Явоб1евскаго уравнешя къ другому шестой степени. Наприм'Ьръ, по- 
лагая во (2) & = 0, если желаемъ им'Ьть преобразован1е въ воторомъ 
^ = О, въ этомъ случа'Ь 

Л = ар*-{- сд*-}" ^(^*<^г + 2/з>г 

будемъ им'Ьть ^1 = О, полагая р =:^=^0] съ другой стороны аоложимъ 

сг = 1 , то 

У=Гг^д'-4аг/ 

будетъ Формула преобразованхя и получится уравненхе 



въ которомъ 



У+10ВГ— 4СГ+5В = 



В = 4'аУ, (7 = 4У(с + 4а') 



§ 249. Изъ уравненШ (12), соображаясь съ (10) получатся выра* 
жен1Я для производныхъ отъ \Г^ч УТ* по а, Ъ, с. Эти выражешя въ 
Функц1п а^Ь^^с и тречленовъ Р, ^^ В [уравнентя (10)] суть сл^дуюпця 



2Н'^^- 



^ = 16аЬв4- (12ас — йЬ") Л 






2Л ^^' = 41 [ас - ЗЗЬ*) д- 4ь1ЬсВ 



а> 



= 4(аЬС + (4«с — 9У)1г 



ЮЛ ^^^ = 9Р + 32а*е + 65аЬВ 
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Эти результаты сей часъ ведутъ къ сл-Ьдующимт» : 



10 и 



ар 

йе 



-^^^)=«.^+Р.« + ^.^ 



^«'4?-«1)=='.^+?.^+^.^ 



10[Л^-д|.]^«.Р+а.^ + у,1г 



гд* а, , а^ , а^ ; р, , р^ , ^^ ; у, , у^ , у^ суть сл*дующ1Я функщи отъ а, Ь, с: 

я = — е , ?,^ — (5 /• -I- Ъа'г) , у = — (9-^ + 32аУ — 25а Ьс) 
а = - <; , - ^^= - (5г + 8а>) , у.= — (9 /"+ 32а'5 - 25аЬ^; 

гд* (р, /", . . . суть выражен1Я (11). Изъ посл'Ьдняго уравнеихя (10) им*емъ 

10,^^ + 10^-1^ = ^^ 
Лс' ^ «^ б?с (^ 



откуда 



1о',.'^=.а.Р4-р.(г+у,л 



Полагая 



ш = 5 {12\а%с — 144аЬ'+ 128аУ— 96а с — 9^') 

а = — 15а', ? = 15(8а — 116), у = 3(512а'— 395а'Ь+ Щ 



легко найдемъ 

10% 
Зам'Ьчая , что 



йс не 



-^Р + ?С + У^^ 



Л|/^ = а2^ + п^ + тЛ 



и исключая Р, ^, 72 найдемъ линейное диФФеренц1альнов уравнение 
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третьяго порядка: 



10' 



Д'/7 , й^у/ я 



10*^3- + »» 



Ос 



йс* 



]■ 



а, р1 Т 



1^**^ ' «•' Р" ^' 



/0*-^ . 0,0,1 



йс 



|/л , а, п, 



й) 



= 



Полагая а = О, ни1Ьенъ % = 276 — ё иди 



* = у (1 — <) , ес1и с'= 27Ь'< 



посд'Ь чего предъндущее ураввен1е преобразуется въ схбдующее: 



<Г|/7 ■ 1 4— 7< (Гу/^г 1 200— 188Ш(Г/7 , ц 1/л' 



<;^ ' 2<(1_<)] <*«• '900 »'(!—<) <» Т^6400Д1_<) 



=г9 



которое сдАдается, если подожвиъ 



У^л = (1-0 



«7 



-;"+=''т;+(1+'>-+^0^+К^"+«)*"='' 



гд* 



_ 1 4— Ш 
^~6*(1— <)' 



а=- 



29.41 



3600 ■ <(1— <) 



следовательно %о выразится двуия гипергеометричесвиии рядами, удовле- 
творяющими уравнен1е 



ле 



Р"л+**^=^- 



$ 250. Разд'Ьляя первую часть ураввев1я (20, § 240) на 



[г — а)'(15Ь'— 4ас) 
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И полагая 



с — а = 



е — а ' 



8- * 



56"— 4ас ' 



откуда 



а 


5У- 


— \ас 






а 


у— 


'ЪЬУ 


—4:ас 


1 







^^-4ау_^р— ^. 



уравнеше (20. § 242) преобразуется въ сл-Ьдующее 

(а „ ау^ 4а (5 - ау+ 10? (2 - а)'- 4^ (5 - а) + 5?^- 4ау = О (13) 

уравнение той же Формы какъ и (20). Но такъ какъ 

-^п,— а = а,а + 2Е"'а,а,-^- г^'^'а/^- г^^а/^- 2г*"'ад 
то полагая 

5^— а = А^4- ^*"К+ ^^'%+ зЗ"'А,+ е*»"* 

и перемножая эти уравнеи1я почленно, найдемъ пять уравнен1Й изъ 
Боихъ получатся величины для 

К . К > К > ^ ' \ ' 
Вводя обозначен1я 



Г=а(4а;--аа) , • О =- — (2а,а '— я ') 

Изъ т-Ьхъ четырехъ уравнен1й, найдемъ 

откуда 

к 11== к к , к*=-кк 



(14) 



(15) 



следовательно 



к к = А ./?- 



Эти уравнешя удовлетворяются, полагая 
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Эти гначен1я, будучи подставлены въ выраяен1е ^м, даютъ 
Подставхяя тЬже значешя въ (15), найдемъ 

изъ коихъ, означая чрезъ р яомчество которое надобно определить, 
найдемъ 

завгЬчая что 

с;с.+с;с.+ с.'с.+с;с.=о (1в) 

есть тождество* будемъ им'Ьть 

а_ 1 С,С.-1-С.' _1 С.С.+С 



Ддя опред'Ьдешя р возьмеиъ пятое нзъ выше написавныхъ ураввешй, 
подставляя въ него вайдевныя выше значен1я для &,,&,,..., найдемъ 

(4а;— а,а;)*= р'(ЗЬ*- 4ас) 
во 

С;С.+ С.'СГ+ С.'С.+ С:С,+ ЗСДС,С= 4аЬ - 56* (17) 

С.С.+ С.С?= - 26 
И такъ ииФеиъ 

л 2=, г ^^ ' 

а въ силу тождества 

С:С,+ С.'С:+ С.'С.Ч- 5С.С.С.С. = Ъа,а,с 
имЪемъ 

•^ ' • 56'— 4ас 
что даегь 
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Сл'Ьдоватедьно квадратные корнп нзъ корней у равней! я (13) удовлетво- 
ряютъ тремъ линейнымъ услов1Ямъ 

\^\+ у'Х+ А+ \^\+ V 2. = - К"51 

V к-у г А+гУ^.+г"у1;+5у1;= о (18) 

Одинъ какой нибудь пзъ квадратныхъ корней |/$ можетъ быть выра- 
женъ въ Функщи соотв^тстпующаго корня ^/-з', что легко и находится: 

2 (а — Ь) \/Ы)'—Ш . \/ $ = [^'~- 10ал'+ 35аУ— 51)аУ 

(19) 

+ 96/-[- 48а'^ — 23аЬ-^ — 1 5а + ^ ^»** — 4^ ] У^^- 

Выражен1е У^ въ Функц1и |/& найдемъ, изм-Ьняя въ этомъ уравнеши 
2 на -Г и обратно, зам-Ьщая а, Ь, с, чрезь а, Э, у и изменяя знакъ 
втораго члена. 

Изъ |/$ выводятся |/$', |/^" точно такъ, какъ выводятся }//, 
}/У изъ ^/Т именно, полагая 

а'= 8а'? + V , а"= р (4ау - 5р^ 



будемъ им-Ьть 



). = а(4ау-р% >А = у, V = 5р 

^ ^^'^ ^ ^ + '■ -^ +-" "^ 

Означая чрезъ й выражен1е (9) во второй членъ вотораго вм*сто а, 5, 
с подставлены а, р, у, будемъ им-Ьть сл*дующсе уравнев1е 



(5.3'— Щ) ^ (5Ь'- 5ас;2" 
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Выражетя )/Т'у )/|'' въ Функцш |/^ получатся легко съ помощью 
предъидущей зависимости и, означая чрезъ Ф{у1в) второй членъ (19), 
а чрезъ ФЛуИ)^ ^ЛУ^ полиномы 

ФХ\/ 'г) = (^'— 7а^'4- 1 1«'^ - 5а'+ 7 Ъ) V ^ 

будемъ им^Ьть сл'Ьдуюпця зависимости 

2 (а'- Ъ) (6У— 4ас)а }/?= - 5аЬ Ф{\/ г) + (а'- Ь) | ЪЪ Ф.(у1) + 4сф.(У^) ] 

2 (а'— Ь) (5&'— 4ас)«У5"= - 2а' Ф(/^) + 2 (а'- е) [аф^{^^^) + Ь Ф,(|/ ^) ] 
следовательно три полинома 

ф{\^). ф.(»/^), ф.(/^) 

удовлотворяють тремъ условхямъ подобнымъ уСЛ0В1ЯМЪ (18). 

§ 251. Изъ § 242 видно что можно составить Якоб1евсвое уравне- 
Н1е шестой степени относительно 2, воего коэффишснты Л^ Ву С со- 
держать три неопред'Ьленныя количества р, 9, г. Формула преобразо- 
ван1я для перехода отъ уравнешя (2) въ этому посл'Ьднему есть 

г= < + </.+ </.4- */.+ </.+ ^/. (20) 

что видно изъ того же §, гд* Г^^"— -4, а /*,,/*,,.• • им*готъ значе- 
шя (12). Количесства ^, , ^^, ^^, . . . суть Функцш второй степени отъ 
р, д, г т. е. 

^=^ — Ц — 2^и) 

(21) 
«,= — р — 10а5д'— 2Ьсг'— (4ав — 56*) дг 
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полагая для краткости 

и) = ар -|- 36^/ -|- сг. 

Следовательно буАе1\1Ъ им-Ьтб 

1 Г = 4Л = 6^ — 20а^^+ ЗОЬ^^— Ш^ (22) 

изъ котораго выводится -4, найденное въ § 246, а также следующее 

А а = /(;*+ д^'+ "^г^г + />' (23) 

гдЬ д^ 8, ( пм1>ютъ значен1я (И). Изъ посл'Ьдняго зам-Ьтинъ что произ- 
веден1е двухъ какихъ нибудь Функц1й /] , /^ , • . . можетъ быть выражено 
въ линейной Функц1И гЬхъ же самыхъ Функц1й и мы им'Ьемъ 

/;•=/; 4а/; /;/-_/;_ 4а/;- 106 

г:= г- <- шг, г/,= г- 4а/; 

/:= - 4а/;4- 1оь/;+ 4с/;- с/ /;/;= /;- 4а/;+ 4с 
/;'= 106/;- 4с/;- с?/; /;/;= - 4/;- й 

/:'= - 4<- < /;/;= ~ й/; 

/;/:= г- 4а/;+ 4с 
//.= -«/.+ 4с/- -й 

//.= - < (24) 

/;/;= 106/;+ 4с/;- й/; 

^/;=10б/;-сг/; 

гд11 й==бЬ* — 4аЬ. Такимъ образомъ получимъ выражен1я У*, У, . . . 
иодобныя выражен1Ю У и съ помощью ихъ разыскан1е величинъ коэф- 
Фищентовъ В, С не иредставляетъ трудностей, исключая долгихъ вы- 
числешй. 
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для опред-блевха отношенхя двухъ изъ трехъ количествъ р, д, г, откуда, 
полагая 

найдемъ 

* '^ а 

гдф, вавъ и въ § 242, 

п = ЗЬ 8 = ± }^г*—/д = + Т^— «Ь 
Три первыя зависимости (21) и (22) сд'Ьлаются 

2а^ ^ ЗЬ^ + с^,= О 

о «14 

съ помощью жоторыхъ выраяенхе (20) У упрощается 

2иГ=иР + ^в (25) 

полагая 

р=2а/;+зь/; 

д = 2о/;— 1а'/;- 2оЬ^— с/. - 2аг (26) 

Заы'Ьтииъ, что два посд'Ьдтя выражев1я даютъ 

2Р=о, 19=0 

а сд^оватедьво 

2Г=0 

не ааввсиио отъ и и «. Выражен1я втвхъ аосд'Ьднвхъ суть 



(27) 



« = 2 (4а'- п) Л — - [4а'(2ое + пд) — (2пе + ад) ] 

»= 2ай (2ае -|- п^^) 

Подставляя выше найдеввыа значев1я для р, ^, г въ (8), вайденъ 

]/ ^= /■»/7+ г 1/7+ (7 /У'- 5 {пУ^- « >/7) (28) 
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гд'Ь д ш г нм'Ьемъ значенхя (1%)^ а 

ф = 32а*— 35а'Ь + 2е 

подстав1яя въ уравненхе (30) , будемъ им'Ьть бохЬе простое вы раже 

Означая чрезъ Д , В^^ два значешя В соотв'Ьтствующхя двойному зна- 
ву 8 им'Ьемъ 

язъ котораго краткннъ вычис/.ен1енъ аодучинъ 

В,В,= ^ (128о'Ь - 4ас + Ь*) . 

Этотъ резудьтатъ, повазывающШ связь втого частнаго случая еъ ин- 
тересными . изс1'Ьдрван1ямя объ ивосаидр'Ь Клейна^ можетъ быть выве- 

денъ изъ начадьнаго выражешя )/^, именно означая чрезъ 2Г^, 2^ ве- 
личины соотв'Ьтствующ1я двойному знаву д легко подучимъ 



Vг,г,=^^{6а-е) 



Эта поел1Ьдняя зависимость прёдставляетъ простой способъ для опред'Ь- 
летя С. Въ самомъ д'Ьл'Ь, изъ предъидущаго им'^^емъ 



2, _ (у'У 1^ 



сл1Ьдовательно 



2 



2. _А9УС, 
(5а-«)'~У а* В/ 



Полагая 



» == 256а'4-120о"*— с = 4" Я^») 



р = 4 [»•— 2ба (32о'+ Щ Щ 
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то выражеше Л въ Явоб]евскомъ уравненш, корни коего даны Формулою 






йЬ ' л? 

не содержитъ членовъ съ р^ и ^рг. 

§ 252. Основываясь на результатахъ получённыхъ въ IX глав*]^, 
Явоб1евсвое уравнеше шестой степени относительно ^?, въ которомъ 
X = О , р'Ьшается всегда съ помощью эллиптичесвихъ ФункцШ. Въ са- 

8 

момъ д'ЬлФ, уравнен1е Якоби, полагая 2!=-У\/ В^ преобразуется въ 

Г'+ ЮГ'— 4-^4-^ = 

В^ 

изъ сравнен1Я этого уравнен1я съ одвимъ изъ уравнев1Й^ представляю- 
пщхся въ пробразоваши пятаго порядка эллиптическихъ Фунвц1Й . 
им'Ьюп^ихъ свойство уравнен1Й Якоби, найдемъ уравнев1е съ помощью 
котораго опред'Ьлится модуль к. Разсмотримъ, наприм'Ьръ, уравненхе 
корни котораго суть 

2 



{/'Ы 



для котораго найдены значенхя : 



4.* 1 1в]Ь"Х-'* 

А — т? 7? — -- Г— 4'^ — 



найдемъ для опред'Ьленгя 1с сл1^дующее уравнеше 



«7.Г1 



С _ 1 1— 16А'А 



1}~ Т- *•*'• 

а корни Якоб1евскаго уравнен1я относительно 2 будутъ шесть значен1п 
выражешя 



__ ^Г В к' к'* /"Соб ат{2(й) Сов ат { Щ\ 



2 



Со8аш(4а)) Со8ат(2а))/ ^ ' 



въ которомъ модуль к опред^^ляется изъ предъидущаго выражешя. 
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Пусть теперь, вавъ въ уравненш множителя преобразован! я, с=— 4'&'&", то 

N■= 4"А"4'"(1— 2ку (16 — 16Л'+ 16А») 
2У= 4"*"*'"(1- г*^*» (1-|-14]Ь'+ **) 



полагая 






будемъ им'Ёть для опред1Ьлен1Я двухъ значетй X;, воторыя означимъ 
чрезъ к^^ к^^ уравнен1я : 

с;_1 (1+14й^'+^7 с; _ 1 {1^^ик'+ку 
в;~т к'к'' ' в;~т *"*'• 

Пусть СГ, , и^ будутъ величины ^, , 2^ соотв'Ьтствующхя уравненгю 
множителя преобразовашя ; то -зг = [1, я'=11\ 9^^=)к^^ (глава IX], то 
уравнеше (18) даетъ 

^й= - 2 .4Т*"(1 - 2*0 \\/^Ц - 1/1^] 



^^.—^•»-<>-^^[^.-л/ 



3^ 
к 



изъ воихъ въ первомъ к=к^ , а X, }а им'Ьютъ соотв'Ьтственныя значешя, 
а во второмъ к==^к. 

Если теперь замЪтимъ, что 



то найдемъ 


1 1 ' 

1/;? я 1/ 


г, и. 

1 1 

Б.» ЛГ.з 




п п 




^'-°« . 1/ТТ тт 



г 
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и также точно 

( VЧ- ^^) ( »/^+ /^.) = (е + О [- Ч'+ 2а.(а.+ а^ + (а.+ а,)*] 
такъ какъ 

А— >^^= (б*- О (а,- а^ . 1/;^- ^/:;;= (е*- 8*) (а — а^ 
то найдемъ 

( ^^А- уГ^) ( »/^+ 1/^) ( »/^- »/^.) =!> (С.+ с.^-с.+с^ ^ 

гд* 

* ^в 5 ^1 5 ^1 5 ^5 им-Ьють значешя (14) § 248. 

Зам'Ьтя теперь, что рз == — У^ будемъ им'Ьть 

{, - ^^.) (^ - *.) {,- ^.) = ( (7.+ С.-Ь С.+ С.) V 5 



въ силу чего, полагая 



1 



им'Ьемъ 

Но если въ С^ 5 С, , . . . подставимъ вм-Ьсто а, , а^ выражешя е*'а, , е*^а^ , 
то получимъ 

е'-С,, 8^С., 8=»-С., б*'-с; 

а какой нибудь изъ корней ^^ сд'Ьлается Яш^т ? поэтому, означая чрезъ 

1 ^- 

будемъ им'Ёть 

у,= 8»-^+ е»'-С,+ 8^С,+ е^^С, . 

Следовательно, если у^, у^, у^, у^, у^ суть корни какого нибудь урав- 
нен1я 5-ой степени, коэФФиц1енты коего суть ращональныя Функц1и 
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коэФФицхентовъ уравнен1я Якоби п квадратнаго корня изъ его признач- 
ной, то полагая, что данное уравнен1е 5-ой степени есть 

У'+Рг У'+Р, У'+ Рь У'+Рь У -\-Р,= ^ 
будемъ легко пмЬть зависимости 

л=-5 (с;'с.+с;с.+с;с,+с;с,+ с,с^с,с- с:с:- с:сп 

Откуда, соображаясь съ (16) и (17) § 248, получимъ для коэФФицген- 
товъ X) следующая значен1я 

д=10Ь, д=0, |) = 5 (96'- 4ас) 

а изъ 

Р/^(^) = — 4'. 5' А' 

найдем ъ 

Р// = 8 1/ — Ь , сл-Ёдовательно р, = — 8 у/ — Л. 

Следовательно уравненхе 5-ой степени корни коего суть у^^ у^ , у^ , 
У, 5 У,^ будетъ 

у'+ 10Ьу'4- 5(9Ь'— 4ас) у — 8 ]/^^ = О (1) 

гд* и им^етъ значен1е (9) § 246. 

Положимъ теперь, что ^, ^^^ , ^^ , . . . суть корни того изъ уравнен1Й, 
изъ теор1и преобразований эллиптическихъ ФункцШ, въ которомъ 6=0 , 
въ этомъ случа* предъидущее уравнен1е сд'Ьлается 



у'— 20асу — 8с |/с -}- 16а'= О 
которое полагая 



у^х\/ 46с 
преобразуеттся въ следующее 



■/ 1/ «I 
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Въ этомъ уравненш а, с^ а с^[^Ьдовате^и»но и }1, суть Функцш модуля к^ 

а можетъ быть числовымъ коэФФШцентомъ. Есди теперь съ помощью 

преобразован1я Жиррарда дадимъ, какому нибудь уравненш 5-ой степени 

«орму 

я;^— бж — 4ЛГ=0 

то дхя опред'Ьлен1я иоду^ш к будемъ имФть квадратное уравнеше 

р1»4- 32(1 — 2ЛГ«)>1 + 256 = 0. 

Для уравнешя множителя преобразоваше будемъ, наприм'Ьръ, «м^тъ 

а = 0, )1 = с= — 4'***'* 



у>+1в = 4(1 — 2**) 

а следовательно модуль к въ Фуншци М. 

Сл1&довательно понижеше Якоб1евсваго уравнешя шестой степени 
приводить къ р'Ьшешю |уравнен1Я 5-ой степени, преобразованнаго въ 
Форму Жиррарда. 

§ 254. Изъ выражешй С, , С^ , • • . , припоминая какъ составлены 
а, Ъ изъ а^, а^, а,, найдемъ ^. 

ОДСА= (Ч - «)*(« - «.*) [26 - (5а;- ау(а - а,') ] 
что даетъ для какого нибудь изъ корней я Якоб1евскаго уравнешя : 

5'С,(7.0,С = (я — а)\Ъа — ^) [106 — {а — а)\Ъа — в)] 



Полагая 



Ь*СДСД=и^ 



найдемъ посл'Ь н11Схолькихъ приведенШ 



{{и>-12ас-5Ь') = -с{»-а)-^ (3) 



гж'Ь 

(Г= 56*— Ьае 



Еохичество ю бухетъ им'Ьть шесть ввачешй соотв'Ьтствующвхъ корвякъ 
Якоб1евокаго уравнешя, всхЬдств1е ивв^Ьстной вависиности, показанной 
въ преяъидущей гхав^ 



1 е^ 
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МОЖНО написать 



-^ [IV — 12ас — вЬ') = — [а(5' - а) + а ($ — а) ] 

и легко вывесть уравнен1е шестой степени относительно го. 
Но изъ уравнен1я (1) им']кемъ 

5С=(а'|/), 5С=(а'у), 5С.= (а'у) , 5С = ((|у) 
гд* 

(ау) = У.4- яу,+ а'у.+ а'у,+ «У 
поэтому 

Уге = (ау) (а'у) {а'у) {а^у) 
ИЛИ, означая чрезъ 

^ = УоУ| + У*У» + 2/ Д+ У,У4+ УЛ 

^ = УоУ.+ УЛ+ ад+ У.У.+ У,Уо 
будемъ им-йть 

и наконецъ, полагая 

ф = у.у.'у,+ у.у>,+ рх'уЛ- у.у.Ч+ улу. 
+ Уо^.Ч-Ь у.у>,+ у.у.'у.4- у,у.'у,+ у.у>. 

въ сиду чего 

гв = 15(4ас — 9Ь') — '^ 

найдеиъ, соображаясь съ (3) , 

^^^^ = -36Ч.с(.-а) + ^^ (4) 

полагая ^ == г — .9 им'Ьемъ 

а съ помощью выражешя ^ въ ФунЕц1и г, найдемъ 

1 



2 1/ 



((» = — г'+ 7а^'— 11 а*г + 5 (а'— Ь) (5) 
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Уравнен1я шестой степени относительно с]) и ср корни которыхъ суть 
Функц1и корней уравнешя пятой степени, суть раэр'Ьшаюп^хя уравнешя 
даннаго уравнешя 5-ой степени вычисленныя уже геометрами МадФатти 
(Ма1ГаШ), Руффини (КоЙГеп!) и Кеде (Кау1е^) ддя какого нибудь уравнен1я 
5-ой степени. Очевидно, что есди въ уравнешяхъ 5-ой степени не дос- 
тает'ь втораго и четвертаго чденовъ, какъ въ уравнеши (2), то суще- 
ствуютъ найденныя зависимости между ф, ср и я т. е. корни уравнетя 
5-ой степени, въ которомъ не достаетъ сказанныхъ двухъ чденовъ, 
могутъ выражаться, какъ это имЪетъ м'Ьсто ддя уравнен1я (2), съ по- 
мощью корней Якобхевскаго уравнешя иди съ помоп^ью эддиптическихъ 
Функщй. 

§ 255. Гермитъ преобразовадъ общее уравнеше 5-ой степени въ 
другое, въ которомъ сумма и сумма третьихъ степеней корней равны 
нудю* Онъ нашедъ Функц1Ю корней уравнешя 5-ой степени, им'Ьющую 
десять 8начен1Й попарно равныхъ, но съ противными знаками, а сдФдо- 
ватедьно эти 8начен1я суть корни уравнешя 5-ой степени, коэФФищенты 
коего суть рац10надьныя Функц1и коэФФищентовъ даннаго уравнешя и 
квадратнаго корня изъ его призначной. Кром^Ь того въ преобразован- 
номъ уравиен1И второй и четвертый чдены равны нудю, а остальные 
чдены суть ращонадьныя функщн неи8М'1&нныхъ даннаго уравнешя и квад^г 
ратнаго корня его призначной. 

Пусть 

л^ л^ л* /у л^ 

суть корни общаго уравнен1я 

означимъ чрезъ Х^ выраженхе 

Х.= { (01) (04) (32) + (02) (03) (14) } { (01) (02) (43) + (03) (04) (12) } 

{(01) (03) (42) + (02) (04) (31)} 

гд'Ь вообще 

(г5) = я?г — а:, 

чрезъ Х^ , X, , . . . означимъ выражен1я подученный изъ Х^ уведичивая 

на единицу, на два и т. д. индексы корней. Означая чрезъ У. > У. ) у, ^ 

корни преобразованнаго уравненхя, и чрезъ \ произведеше квадратовъ 
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1) Им'Ьемъ тождественно 

и этому подобный: 

2] Им^Ьемъ тождественно 

и этому подобныя. 
Полагая теперь 

гд* 

А, Б, С, г 

ч^уть неиэм'Ьнныя 4-ой, 8-ой, 12-ой и 18-ой степеней относите^ьно 
ЕОЭФФИщентовъ ФОрмы ^^), преобразованное уравнеше Гермита будетъ 

С1'1&довательно 

Ъ\ 8*= Р— 128* 

Очевидно что корни этого уравнен1я можно утождествить съ ворняид 
уравнешя (2), если опред'Ьдить а, Ь, с изъ уравненхй 

Ь = - 4- 4^(3^» + Щ , 9Ь'- 4ас = - -|! (&• - .-) 8* 

Преобразованное уравнеше Гермита, какъ (г) разр'Ьшается по $ 250, 
можно сл'Ьдоватедьно р'Ьшить съ помощью 9^ииптичесвиxъ Фунвщй, а 
€1'Ьдоватедьно тоже свойство удовлетворяется каждьшъ уравнешемъ 5-ой 
степени. 
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изъ воторыхъ им'Ьемъ С1'1&дующ1я ус10в1я 

^-{-Л=— .2а, г-\^з = 0у ^'{'и-{-ддк=24м^—а^^ 
5 (й' — Л) (г — ^) — 11г1—^ — }*— п'= а, 

съ другой стороны, полагая 

изъ коихъ 
будемъ им'Ьть 



(2) 



а 

1 / , _.-.-— .-л . 1 



5.= ^(^+»/^*-45'10 ^ 5.= -о-(^-К^-45'^) 



Ь . ./-.-—- ^г-х „ 1 



сл'Ьдовательно ^^ и А суть Функщи V, а 2^ , с^ ; Т|^ , \ суть Функцхи г и ь\ 
Но изъ выражен1Й ^ и т] сейчасъ им'Ьемъ 



т 



^А\ -^/Кг- -^/Кги л/^Х 



сд-Ёдовательно р'Вшенге уравнешя 5-ой степени зависитъ отъ разыскан1я 
величинъ г и «;. Докажемъ сначала что и г есть Фунвщя величества г. 
Вь самомъ А-Ьл-Ь, изъ выражешй I т и им'Ьемъ 

Ы = А/+ ^5"— 4^*А*= — 2а/-' 4г;" 

и изъ нихъ им'Ьемъ 

2А^ = — г*-}- }1 ; '2ди = — г'—]1 
гд-Ь 



|х = |/г*4-8а/г + 16г;\ 
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полагая т = — а;*, изъ предъидущаго уравнев1я вайдемъ разр'Ьшающее 

X*— б (Зо,'+ а^ я^+ 5 (15а,'— 2а>,+ За»*) «'+ 

(3) 
х\/\— 5 (25Я,*— 35о,*а.Ч- Па'а'— «»'— «.е.") = О 

ЭТО раэр'Ьшающее уравнен1е Мильфатти^ которому Руффини посвя- 
тидъ два мемуара въ 1806 г. въ АШ (1е11а ЗосхеЬк 1(;а11апа <1е11е 81епа. 
Оно не отличается отъ вычисленнаго геометромъ Кеде въ РЬИоврЫса! 
Тгап8асйоп8 Уо1 151. 

§ 257. Изслтьдовангя Кронекера, Кронекеръ дадъ новый методъ для 
р^Ьшешя уравнешя 5-ой степени съ помощью эллиптическихъ Фунвщй. 

Пусть 

будетъ общее уравненхе 5-й степени. Означимъ его ворни чрезъ 2у, ин- 
дексъ V изменяется отъ О до 5(Ж5). Въ §124 мы вид*ли, что вс* под- 
становлешя изъ пяти злементовъ] корней предъидущаго уравнешя, могутъ 
быть представлены въ двухъ Формахъ 

[V, аV4-Ь], [V, (ау + Ьу+с]. 

Если къ предложенному уравнен1Ю присоединимъ квадратный корень 
изъ его призначной Д^, то его группа сведется на перемежающуюся 6г/ 
составленную изъ подстановлен1Й 

[V , а\ + Ь] , [V , (За\ + 5)'+ с] 

которыя, очевидно происходятъ изъ трехъ сл'&дующихъ : 

[V, >+1], [V, 4>], [V, Зу']. 

Пусть V будетъ, какая нибудь, циклическая функцгя корней т. е. неиз- 
меняемая подстановлешями 

[7,7 4-6] 

пусть V* будетъ ея преобразованная подстановлеиземъ [V, 4V]. Очевидно 
Функц1я I? — V\ которую означимъ чрезъ и^у^ не будетъ изм'&няется под- 
становлешями [>у V -|- Ь] , а будетъ изм'Ьнять знакъ подстановлен1ями 
[V, 4>'|. Означимъ вообще чрезъ и„ , Функщю преобразованную изъ и^^ 
подстановлешемъ [V, 3>'-|-п]: легко видеть что подстановленхе [V, V-1-11, 
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гд* 6 есть ворень ураввен1я 8* — 1=0, удовдетворяюиий услов1ю 



V 5 = 6 + е*— е*— 5' 
Изъ уравнен1Й (3) легко получаются сл-Ьдуюиия (§ 242) 

1/^0= «•+ еЧ4 ^Ч ^ 1/^= «0+ ^Ч+ ^Ч . V л = «0+ ^4+ 5^'. 

исключая а^, а^ , а^ найдемъ сл^Ьдуюфя зависимости 



У^Л А+ 1/-^.+ А+ »/^*"= 1-^^'' 



с:о 



Первый членъ уравнен1я корнями коего суть ^г-^^ , а;^ , . . . равенъ 

подставляя вм'ёсто х^ , х^^ , . . . ихъ выражен1я въ Фунвц1яхъ а^^ а^.^ а^ , 
и дал-Ёе положимъ (§ 20) находимъ уравнен1е (20) § 242. 20 

(л:— а)* (х— 5а) + 106 [х — а)'— с(х — а)-\-Ъ (У— ос) = О (5) 

§ 259. Это уравнен1е сводится на уравнеше 5-ой степени, содер- 
жащее только нечетный степени неизв'Ьстнаго. Въ самомъ Д'Ьл'Ь, пусть 

1 ^ 

4у"5 

и зам'Ьтимъ д^о^, яГд, . . . ихъ выраженхя въ Функфяхъ количествъ а^ , 
«, , а^ , то вообп1^е будемъ им'бть 

гд* 
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корни коего гуть 

Со.ч аш 2(>> Со» ат 4(о ' 
Соь4 аш 1(0 Со8 аш 2(о / 

есть следующее 

, 1(50 , .„1 -~1С,к'к" .... 1 

откуда 

а-=.1) ?/=:: - С -- ■) - 

Но легко опред'Ъ.шть Функц1ю г л модуль /; тнкъ чтобгл ураинеи1н (5) и 
(6) были тождественны. Длм этого иоложимъ 

?' = ш г 4- ш г 

111 4 3 

гдЪ и^\ ы П1, величины иостонннын, и а^ и г^, ка1;'1М нибудь цик.1ичеок1н 
Функц1И. Уолов1е <1^^0 опред'Ьлнетъ * уравнен*1емъ, 2-ой стгиени, у1;лов1е 



//"" к'};" 



(7) 



первая часть котораго завнснтъ тол»ко отъ - *, дш^тъ к к откуда вьин»- 

* 
дигся к* съ помощью бикиадрагпаго урави(^н'1н, нлконецъ услов1Я (7) 

оиред'Ьляет'ь * съ помощью квадратиаго уравнен1я. 

Прибанимъ еи1е въ заключен'1е сл11дующее предложен1е доказатель- 
ство котораго можно нийтн въ оочинен1и : Тга^кё Дев сиЪвИ^иМоп». 
С. Логйнп. § 51:^ 

§ 2в1. Предложите I, Р'^шен^е уравнен1й степень воихъ превм- 
шаетъ пятую не можегь быть сведено на р^^тен'м^ уравнен1Й дающихь 
д'Ьлен1е круг(»выхъ иди эллиптически \ъ Функ1ий, л также и гниераллмп- 
ческихъ. 



